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1. Podstawowe réwnania i nieré6wnosci

Do matury rozszerzonej niezbedne jest biegle rozwiazywanie wszelkiego rodzaju rownan
(liniowe, kwadratowe, wielomianowe, wymierne, z wartoscia bezwzgledna). Konieczna
jest zatem sprawnos¢ w rachunku algebraicznym (w tym wyciaganie wspdlnego
czynnika poza nawias) oraz bezbtedne postugiwanie sie wzorami skroconego mnozenia,
rozktad na czynniki z wykorzystaniem wzoréw skrdéconego mnozenia oraz grupowania
wyrazéw, a takze zastosowanie wyrdznika tréjmianu kwadratowego (delty) oraz
schematu Hornera w rozktadzie wielomianow na czynniki. Dopuszcza si¢ oczywiscie
rozktadanie ,w pamiegci” tzn. bez uzycia wyrédznika czy schematu Hornera.

1.1. Wzory skréconego mnozenia.

Oblicz (rozwin wyrazenie):

> +r+1)

2 —x+1)

) 22 -2z +1

) 2%+ 10z + 25
) 2% — 14x + 49
) 22+ 6z +9

) 4z? — 4z + 1
) 922 4+ 12z + 4



(35) 22 — 2v/3z + 3
(36) z* — 25
(37) 42* -9
(38) 22 — 5

(39) 2 — 81
(40) 23 +1

(41) 23 —8

(42) 272% + 1

(43) 2% — 222 + 1
(44) 23 + 1022 4 25z
(45) z* +22% + 1
(46) 2* — 1822 + 81
(47) 23 — 4x

(15)
(49)
(50)
(51)
(52)
(53)
(54)
(55)

1.2. Réwnania i nieré6wnosci liniowe.

Rozwigz nastepujace réwnania i nierownosci:

(r —2)? — (z +1)? = 3,
-2 | %45 _ zil

(56)

(57) G =
(58) (z+3)*— (x —5)(z +5) =0,
(59) o ngl — 4%’
(60)
(61)
(62)
(63)

x
3x+2)—(3x—2)>—2(%+3),
-2 -3+ ),

r+V3 >3+ V3

r—2)>x(r—2)(z+2) — 622

1.3. Réwnania i nieréwnosci kwadratowe.
Rozwiaz rownania i nieréwnosci:
) (z—=3)(x+2)=0
) z(x—3)=0
Y2 —6=0
) 22 4+16 =0
)2t +4x =0
yat—x=0
)22+ 22 +3=0
) 222 + 52 +3=0
)az?—2r—2=0
) 322 =5z + 2
)i +4r+4=0
) =22 +5r—-6=0
)22 —-9<0
) 22 +3>0



(78)

(79)

(30)

(81)

(82) —22 + 82 — 15 <0

(83) —2* —4x—-3>0

(84) —(x+3)(x—2)=0

(85) 2 +3z+6 <0

(86) —a? + 2 —4 <0

(87) 4% + 10z + 25 < 0

(88) —2%+8x — 16 < 0

(89) (MP 2013) 222 — T2 +5 > 0

(90) (MP 2017) 822 — 72z < 0

(91) (MP 2020) 2(z — 1)(z 4+ 3) >z —1
(92) (MPC 2021) 2(z + 1)(z — 3) < 22 —
(93) (MPC 2023) z(2x — 1) < 2z

1.4. Roéwnania i nieré6wnosci wielomianowe.

Rozwiaz roéwnania i nieréwnosci:
(x—3)2rx+4)(z—4)=0
(z?2 = 9)(2* +16) =0

3

2+ 322 +2r =0
203 + 322 =52 =0
23— b —4r+20=0

108) 22 + 22 +2—-3=0

110) 222 + 322 =52 —6=0
23+ 422 —2204+20=0

112) 22 — 622+ 11z — 6 =0

113) 23 =322+ 32 —-1=0

114) 2* =522 +4=0

115) 28 + 72> -8 =10

116) z* — 222 —15=0

117) (x = 1)(z = 3)(x —5) >0

118) (z+3)(z? —4)(z —1)2 >0

119) (z+1)3(x —3)*(z +5) <0

120) z%(z — 1)*(2* = 1) < 0

121) 24— 22 >0

T
4

423 -8 —-8>0
22 =322 +3x—-1<0



124 x +224+5x+5<0

125) «? —2x —4r+8<0

126 x

127 m +6x — 22— 62 <0

128) z* — 22% — 27z +54 < 0

129) (6 — )(SB —l—4x+4)(:r —36) >0

130) (x =73 +2(x =72 =3(x—T7) <0
(

(124)

(125)

(126)

(127)

(128)

(129)

(130)

(131) (22 — 25) — 3(.75 —-52>0

(132) —a(23 = 8)(2* — 2z)(2? + 2 —12) > 0
(133)
(134)
(135) =
(136)
(137)

133) (1 — a? (x2+2x+1)(x2+x—2) >0
134) (2% — 6z + 5)(—2? + 10z — 25)(4r — 4) < 0
135) 2%(2® — 1)(2®* +1) <0
136) (2~ 3)(a ~ (e~ 1) < (o~ 3w~ 1)
137) (MR 2012) z* + 2? > 2z
1.5. Réwnania i nieré6wnosci wymierne.
Rozwiaz rownania i nieréwnosci:

1 4x—5
(138) = = 5=
(139) §£§+%ﬂf2+%
(140) 2= <0
(141) 22 >4
(142) % 2 2&:1—12
(143) UG <0
(144) gféh + iﬁ:if 1
(145) & = o7 > i3
() 22242,
(147) (MR 2021 219::1 < 2;3”

4 T
(148) 77 < 5



2. Wartosé bezwzgledna - ré6wnania, nieréwno$ci, wykresy
2.1. Réwnania i nieré6wnosci z wartoscig bezwzgledna.

Rozwigz réwnania i nierownosci:

149) |z| =5
150) |z +1] =0
151) |z — 3| = —2

152) |22 — 5| =11

153) ||z + 1] +3] =2
|| — 4 = 2

llz —3]—2| =5
156) |z — 3|+ |z + 1| =6
157) |z 43| =22 —6
158) |z — 2| = x + |2z|

159) |2| < 3
160) |z| > 4
161) |x| <0
162) |z| > —3
163) |z + 1| < 2
164) |z +2| > 6

166) va? + 14z +49 < 2

Va? —10x +25 <5

168) |2z + 1| > 11

169) |3z — 1] < 5

170) |z + 3l — 4] < 4

171) ||z — 3| — 4] > 2

172) 2—-[3—z|| <1

b—z| <z+1

174) |z +5| = 2|z + 1] < 3

175) |3z — 6| — 4|z + 5| > 2x —5

(149)
(150)
(151)
(152)
(153)
(154)
(155)
(156)
(157)
(158)
(159)
(160)
(161)
(162)
(163)
(164)
(165) |z — 4] > 2
(166)
(167)
(168)
(169)
(170)
(171)
(172)
(173)
(174)
(175)
(176) 3|z — 4| — |[4x 4+ 8| > 4 — 3z
(177)
(178)
(179)
(180)
(181)

177) (MR 2013) [22 — 5| — |z + 4| < 2 — 22
178) (MRC 2012) |z — 2| + |z + 1| > 3z — 3
179) (MRC 2013) Va2 + 4z +4 > 11 — Va2 — 6z + 9.
180) (MRC 2014) |z + 6] — 2|z — 4| < 2z — 3.
181) (MRS 2010) |22 + 2| + |z — 2| > 5.
2.2. Wartos$¢é bezwzgledna - pozostate zadania.
(182) Naszkicuj wykres funkcji f(x) = ||x — 1| — 2| oraz zbadaj liczbe rozwiazan réw-
nania f(z) = m w zaleznosci od parametru m.
(183) Dla jakich wartosci m réwnanie |z — 2| = m? — 3m — 2 ma dwa pierwiastki

roznych znakow?
(184) Dla jakich wartosci m réwnanie |z 4+ 5| = 9 — m?® ma dwa ujemne rozwigzania?
(185) Dla jakich wartosci m réwnanie ||x—3|—5| = 3m+2 ma cztery rézne rozwiazania?
(186) (MR 2020) Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, dla ktérych réwnanie |x — 5| =
(a — 1)* — 4 ma dwa rézne rozwigzania dodatnie.
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3. Dowody algebraiczne

3.1. Dowodzenie réwnosci.

(187) Majac dane a + b = 6 oraz ab = 4, oblicz wartosci wyrazen: a? + b?,a® + b2,
at+b* L+ 1 @b+ ab?, (a — b)?, |la — b

(188) Udowodnij, ze jesli a + b = 10 oraz a* — b* =70, toa — b =T.

(189) Dane jest ab = —3 oraz a + b = 2. Wykaz, ze a® + b* = 26

(190) Dane jest ab = 3 oraz a — b = /2. Wykaz, ze a® + b> = 8

(191) Wiedzac, ze a + b = 6 oraz a®b + ab® = 154 oblicz warto$¢ wyrazenia ab.

(192) Wykaz, ze jezeli (a* + b*)(c* 4+ d*) = (ac + bd)?, to ad = be.

(193) Uzasadnij, ze jezeli a +b=11a>+b*> =7, to a* + b = 31

(194) Udowodnij, ze jezeli a # b oraz a®* +a =b*+b, to a +b = —1

(195) Uzasadnij, ze jesli liczby = i y sa rézne od zera oraz % —
ry = —1.

(196) Wiedzac, ze k* — 6kn + 8n? = 0 oraz kn # 0 wykaz, ze £ =2 lub £ = 4.

(197) Udowodnij, ze jezeli 2a® + ab® + a = 4a*b + 2b® + 2b, to a = 2b.

(198) (MR 2011) Uzasadnij, ze jezelia # b,a # ¢,b#cia+b=2c, to - + ;= =2.

(199) (MR 2020) Liczby dodatnie a i b spelniaja réwnosé a® + 2a = 4b* + 4b. Wykaz,
ze a = 2b.

(200) (MRC 2018) Wykaz, ze réwnanie x° + 22 = 2(z* + z — 1) ma tylko jedno rozwia-
zanie rzeczywiste x = 1.

(201) (MRG 2014) Dane sa liczby a, b takie, ze a —b =4 i ab = 7. Oblicz b + ab®.

(202) Wykaz, ze jezeli a* + a?b* + a* + b* < 2a3b + 2ab, to a = b.

(203) Udowodnij, ze jesli a + b+ ¢ = 0 oraz abc = 1 to a® + b* + ¢ = 3.

=x—y,tox=uylub

< =

3.2. Dowodzenie nieréwnosci.
(204) Wykaz, ze dla kazdej liczbgz rzeczywiste] x i dla kazdej liczby rzeczywistej y
2 2

=) <2

(205) Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b zachodzi nieréwno$é a* + b* >
a’b + ab?.

(206) Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b zachodzi nieréwnosé /a + vb <
JE+ 2

(207) Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby rzeczywistej y
zachodzi nieréwnosé 422 + 8zy + 5y* > 0.

(208) Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby rzeczywistej y
zachodzi nieréwnoéé¢ z2 + 10y? + 1 > 6xy + 2y.

(209) Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnoéé x* — 223 + 222 —
10x + 25 > 0.

(210) Wykaz, ze nieréwno$¢ z* — 5z% — 2x + 10 > 0 jest spelniona dla kazdej liczby
rzeczywistej x réznej od 1.

(211) Wykaz, ze jedli a > b, to a® + a®b > b* + b?a.

(212) Wykaz, ze jezelia <1ib<1,toab+1>a+0.

(213)

(214)

zachodzi nieré6wnosé

213) Wykaz, ze jesli a > 1 oraz b > 1 oraz a > b, to a®> — 2a > b* — 20b.

214) Udowodnij, ze jezeli liczby a i b sg nieujemne, to zachodzi nieréwnoéé 4a® + b* >
3ab?.

(215) Dodatnie liczby a i b oraz wieksza od 1 liczba ¢ spetniaja warunek (a +b—c)? =
a® + b + ¢%. Udowodnij, ze ab > a + b.

9



(216) Udowodnij, ze dla dowolnych liczb a, b i ¢ zachodzi nier6wnoéé a®+4b*+3c*+13 >
2a + 12b + 6c¢.

(217) Udowodnij, ze gdy a + b = 4, to a* + b* > 8.

(218) Udowodnij, ze gdy a + b =4, to ab < 4.

(219) Uzasadnij, ze jedli xy = 10, to (z + y)% > 40

(220) Wykaz, ze jezeli liczby a i b sa dodatnie oraz ab =49, to (a + 1)(b+1) > 64

(221) Wykaz, ze jezeli liczby a i b sa dodatnie oraz a + b = 10, to (a —2)(b—2) <9

(222) Udowodnij, ze gdy a® + b* = 8 oraz a,b > 0, to ab < 4.

(223) Udowodnij, ze gdy a® + b* = 8 oraz a,b > 0, to a + b < 4.

(224) Udowodnij, ze gdy ab = 4 oraz a,b > 0, to a + b > 4.

(225) Wykaz, ze jezeli x +y > 0, to 923 + 322y — bay? + > > 0.

(226) (MRG 2013) Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej = i dla kazdej liczby
rzeczywistej m prawdziwa jest nieréwno$é 20z2 — 24max + 18m? > 4x + 12m — 5.

(227) Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ takich, ze a # b prawdziwa
jest nieréwnoéé¢ 2a? + 2b2 + ¢ + 2bc + 2ac > 0.

(228) Wykaz, ze jezeli 3a + b > 0, to 12a® + b > 8ab + ab?.

(229) Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych a i b takich, ze 3a > b prawdziwa
jest nieréwnoéé 3a® + 5a’b + ab® > b3,

(230) Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych a, b i ¢ prawdziwa jest nieréwnosé
at+ v+ +12>2a(al® —a+c+1).

(231) Wykaz, ze jesli x # 3, to 18 + 32 + y* > 12z + 2xy.

(232) Udowodnij, ze jezeli dowolne dodatnie liczby i i u speniajg nieréwnosé £ < 2434
to prawdziwa jest nierownosé ¢ < 3u.

(233) (MR 2012) Udowodnij, ze jezeli a+b > 0, to prawdziwa jest nieréwno$é a®+b* >
a’b + ab?.

(234) (MR 2014) Udowodnij, ze dla kazdych dwéch liczb rzeczywistych dodatnich z,y
prawdziwa jest nieréwnos¢ (z +1)3 + (y +1)% > 2.

(235) (MR 2015) Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej = prawdziwa jest nie-
réwnosé xt — x2 — 22 + 3 > 0.

(236) (MR 2016) Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych z i y takich,
ze 2% 4 y? = 2, prawdziwa jest nieréwnoéé¢ x +y < 2.

(237) (MR 2017) Udowodnij, ze dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych x, y praw-
dziwa jest nieréwnosé x?y? + 222 + 2y* — S8xy + 4 > 0.

(238) (MR 2019) Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych = i y
takich, ze x < y, i dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej a, prawdziwa jest
nieréwnosé e + £ > 2

(239) (MRC 2012) Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a,b,c i d prawdziwa
jest nieréwnoéé ac + bd < va? + b% - \/c2 + d2.

(240) (MRC 2013) Uzasadnij, ze jezeli 2a + b > 0, to 2a® + b* > 3a?b.

(241) (MRC 2016) Wykaz, ze dla a, b, ¢, d > 0 prawdziwa jest nieréwnos¢ va +b- e+ d >
Vac +/bd.

(242) (MRC 2017) Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej = i dla kazdej liczby
rzeczywistej y prawdziwa jest nieréwnoéé 52 + y? — dxy + 6x +9 > 0.

(243) (MRG 2014) Wykaz, ze jezeli a > b > 1, to 5%5 < 52

2+a3 2463
(244) (MRS 2010) Wykaz, ze nieréwnosé \7 “4’;’4 > \/ GQ"QH’Q jest spelniona przez wszyst-
kie liczby rzeczywiste a i b.
(245) Udowodnij, ze dla kazdej liczby dodatniej a prawdziwa jest nieréwnosé a2—|—§ > 3.
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3.3. Dowodzenie podzielnosci.
(246) Wykaz, ze 9|59 — 2. 5% + 3. 5%
(247) Wykaz, ze 1548 — 1
(248) Wykaz, ze 19|38 — 218
(249) Wykaz, 7e 30[113 + 19°
(250) Wykaz, ze 3|72 — 26
(251) Wykaz, ze jesli n jest liczba catkowita nie mniejsza niz 2, to liczba 372 —31 437
jest wielokrotnoscia liczby 63.
(252) Udowodnij, ze suma trzech kolejnych liczb catkowitych jest liczba podzielna przez

3.

(253) Wykaz, ze jezeli liczba n nie jest podzielna przez 3, to liczba n? —1 jest podzielna
przez 3.

(254) Wykaz, ze suma szeSciandéw trzech kolejnych liczb catkowitych jest podzielna
przez 9.

(255) Dane sa trzy kolejne liczby naturalne, z ktérych pierwsza jest parzysta. Wykaz,
ze iloczyn tych liczb jest podzielny przez 24.

(256) Udowodnij, ze jezeli n jest liczba nieparzysta, to liczba n*—1 jest wielokrotnoscia
liczby 8.

(257) Wykaz, ze suma kwadratéw trzech kolejnych liczb catkowitych z dzielenia przez
3 daje reszte 2.

(258) Udowodnij, ze réznica czwartych poteg dwoch liczb, z ktorych pierwsza przy
dzieleniu przez 5 daje reszte 1, a druga 2, jest podzielna przez 5.

(259) Udowodnij, ze jesli liczba m przy dzieleniu przez 7 daje reszte 2, to jej szescian
pomniejszony o 1 jest liczba podzielng przez 7.

(260) Udowodnij, ze dla dowolnych liczb calkowitych a i b liczba a?b+ab? jest parzysta.

(261) Udowodnij, ze dla dowolnych liczb catkowitych a i b liczba ab(a + b)(a — b) jest
podzielna przez 3.

(262) Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej n liczba n(n + 1)(2n + 1) jest podzielna

przez 6.

(263) Wykaz, ze jezeli n jest liczbg caltkowita, to liczba n® — 19n jest podzielna przez
6.

(264) Wykaz, ze jezeli n jest parzysta, to liczba n* — 4n® — 4n? + 16n jest podzielna
przez 384.

(265) Wykaz, ze jezeli liczba n jest podzielna przez 3, to liczba n' + 6n3 + 9n? jest
podzielna przez 324.

(266) Wykaz ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 16n3 — 4n jest podzielna przez
12.

(267) Wykaz ze dla kazdej liczby nieparzystej n liczba n® + 3n? —n — 51 jest podzielna
przez 48.

(268) Udowodnij, ze jezeli n jest liczba parzysta, to liczba n® +6n? + 8n jest podzielna
przez 48.

(269) Wykaz, ze jezeli n jest liczba parzysta to liczba n?+4n3+4n? jest liczba podzielna
przez 64.

(270) (MR 2011) Uzasadnij, ze dla kazdej liczby calkowitej k liczba kS — 2k* + k2 jest
podzielna przez 36.

(271) (MR 2018) Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej k i dla kazdej liczby cal-
kowitej m liczba k*m — km? jest podzielna przez 6.

(272) Wykaz, ze réwnanie 2> — z — 125 = 0 nie ma rozwigzan catkowitych.
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4. Funkcja kwadratowa

4.1. Wtasnosci funkcji kwadratowej.

(273) Znajdz wzor funkcji kwadratowej wiedzac, ze wierzchotek paraboli bedacej wy-
kresem tej funkcji ma wspéhrzedne (3,2), a punkt A(1, —2) nalezy do wykresu
tej funkcji.

(274) Zmajdz wzér funkeji kwadratowej wiedzac, ze miejscami zerowymi tej funkcji sa
—31 1, a wykres zawiera punkt (2, 10)

(275) Zmajdz wzoér funkcji kwadratowej wiedzac, ze prosta x = 4 jest osig symetrii
wykresu tej funkcji, a punkty (3, 1) oraz (6, —2) naleza do wykresu tej funkcji.

(276) Wyznacz wszystkie wartosci m, dla ktérych funkcja f(z) = (m? — 1)z — 2maz +
4m + 5 jest rosnaca w przedziale (—oo, 1) i malejaca w przedziale (1, +00).

(277) Dla jakich wartosci m nieréwnosé x*—2max+m > 0 jest spelniona przez wszystkie
liczby rzeczywiste z7

(278) Dla jakich warto$ci m nieréwno$¢ ma® — 2mx — 3 < 0 jest spelniona przez
wszystkie liczby rzeczywiste x?

(279) Wyznacz takie warto$ci m, dla ktérych wykres funkcji f(z) = 22% — (2 — m)z +
(m 4 4) ma wierzchotek, ktérego obie wspétrzedne sg liczbami ujemnymi.

(280) (MR 2012) Wyznacz cztery kolejne liczby catkowite takie, ze najwieksza z nich
jest réwna sumie kwadratéw trzech pozostatych liczb.

(281) (MR 2015) Liczby (—1) i 3 sa miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f. Oblicz

S6)
f(12)”

(282) (MRC 2017) Funkcja kwadratowa f(z) = —z* + bz + ¢ ma dwa miejsca zerowe:
x1 = —11 29 = 12. Oblicz najwigksza wartos¢ tej funkcji.

4.2. Zadania z wykorzystaniem wzorow Viéte’a.

(283) Wyznacz takie wartosci m, dla ktérych réwnanie 22 + 2mz + m? — m = 0 ma
dwa rézne rozwigzania, ktorych iloczyn wynosi 2.

(284) Wyznacz takie warto$ci m, dla ktérych réwnanie 22 + 2mz + m? — m = 0 ma
dwa rézne rozwigzania tego samego znaku.

(285) Wyznacz takie wartosci m, dla ktérych réwnanie ma? + (m + 5)z +m+8 =0
ma dwa rézne rozwigzania tego samego znaku.

(286) Dla jakich wartosci parametru m réwnanie 322 — max +m — 3 = 0 ma dwa rézne
dodatnie pierwiastki?

(287) Dla jakich wartosci m funkcja f(x) = —z* + (m + 3)z + m ma dwa ujemne
miejsca zerowe?

(288) Wyznacz te wartosci m, dla ktérych rézne pierwiastki réwnania 2% — 2z +m = 0
spelniaja warunek z? + x3 < 8.

(289) Dane jest réwnanie 22 — (m — 4)x + m? — 7m + 12 = 0 z niewiadoma x. Wy-
znacz te wartosci parametru m, dla ktérych iloczyn réznych pierwiastkéw danego
rownania jest rowny potowie sumy tych pierwiastkéw.

(290) Dla jakich wartogci parametru m réwnanie 22 — mz +m? —2m + 1 = 0 ma dwa
rozne pierwiastki rzeczywiste, ktérych suma jest o 1 wieksza od ich iloczynu?

(291) Wyznacz te wartoéci parametru m, dla ktérych réwnanie z2 + 3z — %—:g =0 ma
dwa pierwiastki, ktorych suma szescianéw jest rowna -9.
(292) Dla jakich wartosci k réwnanie z? — 2x — Z—;g = 0 ma takie dwa pierwiastki

jednakowych znakéw, ktorych suma kwadratow jest nie mniejsza od 3.
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(293) Wyznacz te wartoéci m, dla ktérych réwnanie 2? + ma +m = 0 ma dwa rézne
pierwiastki xy, x9 spetlniajace warunek x%xg + xlxg = —9.

(294) Dla jakich wartoéci m réwnanie (m + 1)z? — (6m — 2)z +m + 1 = 0 ma 2 rézne
rozwiazania x1, x, spetniajace warunek wT e %?

(295) Dla jakich wartoéci m réwnanie 22 — (m + 1)z +m = 0 ma 2 rézne rozwigzania
x1, Ty spetiajace warunek (x; + 3z3)(xe + 321) = 167

(296) Dla jakich warto$ci m réwnanie > — mx —m — 1 = 0 ma 2 rézne rozwiazania
x1, To spetniajace warunek xi{’xQ + xlzz:g’ > —107

(297) Dla jakich warto$ci m funkcja f(x) = (m — 4)2* — 4x +m — 3 ma dwa miejsca
zerowe, z ktorych jedno jest mniejsze od 1, a drugie wieksze od 17

(298) Dla jakich wartosci m réwnanie z° — (2m — 1)x + m? — 4 = 0 ma dwa r6ézne
pierwiastki rzeczywiste mniejsze od 47

(299) Dla jakich wartosci m réwnanie ma? + 2z +m — 2 = 0 ma dwa rézne pierwiastki
rzeczywiste mniejsze od 17

(300) Wyznacz te warto$ci parametru m, dla ktérych réwnanie 22 —(m—3)z+m—1=0
ma dwa rozwigzania x, xo spelhiajace warunek x%xg + xlx% + 2119 = 2.

(301) Wyznacz te wartoéci m, dla ktérych réwnanie 2 + mz — m — 1 = 0 ma dwa
rézne rozwiazania ry, xs spelniajace warunek |z; — xo| = 5.

(302) Dla jakich wartoéci m funkcja f(z) = ma? — 4z + m osigga warto$é¢ najwicksza
oraz ma dwa miejsca zerowe x; i o5, ktérych suma wynosi m? + 4m — 17?

(303) Wyznacz wszystkie catkowite wartosci m, dla ktérych réwnanie 22 + (m + 2)z +
m? — 7 = 0 ma dwa rézne rozwigzania x;, To takie, ze zachodzi nieréwnosé
T3+ 22+ 21219 < 3+ 12.

(304) (MR 2008) Liczby z; = 5+ v/23 i 23 = 5 — /23 sa rozwiazaniami réwnania
22— (p* + ¢®x + (p+ q) = 0 z niewiadomg . Oblicz wartodci p i g.

(305) Wyznacz takie wartoéci m dla ktérych réwnanie 22 + ma + 3 = 0 ma dwa rézne
rozwiazania x; i x9 spelniajace warunek |z1| + |zo] < 4.

(306) (MR 2011) Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie z* —
dmax —m3 +6m? +m — 2 = 0 ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste 1, xo takie,
ze (r1 — 19)? < 8(m + 1).

(307) (MR 2012) Oblicz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie z? —
(m + 2)x +m+ 4 = 0 ma dwa rbézne pierwiastki rzeczywiste xy,zy takie, ze
x} + x5 = 4m? 4+ 6m? — 32m + 12.

(308) (MR 2013) Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie 2 +
2(1—m)z+m?—m = 0 ma dwa rézne rozwigzania rzeczywiste x1, ro spetniajace
warunek x; - 5 < 6m < a3 + 3.

(309) (MR 2015) Dany jest trojmian kwadratowy f(z) = (m+1)z*+2(m—2)z—m+4.
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych tréjmian f ma dwa rézne
pierwiastki rzeczywiste x1, z2, spelniajace warunek z? — x3 = a1 — z3.

(310) (MR 2016) Dany jest tréjmian kwadratowy f(z) = x? + 2(m + 1)z + 6m + 1.
Wyznacz wszystkie rzeczywiste wartosci parametru m, dla ktorych ten tréj-
mian ma dwa rézne pierwiastki x1,zs tego samego znaku, spetniajace warunek
|.T1 — ZE2| < 3.

(311) (MR 2017) Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie

42° —6mx+ (2m +3)(m —3) =0
ma dwa rézne rozwiazania rzeczywiste z; i x5 spelniajace warunek

(41’1 — 4.’13'2 — 1)(4$1 — 4332 + 1) < 0.
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(312) (MR 2018) Wyznacz wszystkie wartogci parametru m, dla ktérych réwnanie 22 +
(m + 1)z — m? + 1 = 0 ma dwa rozwiazania rzeczywiste z; i To (z; # Z9),
speliajace warunek 5 + 23 > —7z 5.

(313) (MR 2020) Dane jest réwnanie kwadratowe 22 — (3m +2)z +2m* +7m —15 =0
z niewiadoma x. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych rézne
rozwigzania r; i Ty tego réwnania istnieja i spetniaja warunek 2z? + 5xyxo +
223 = 2.

(314) (MR 2021) Wyznacz wszystkie wartosci parametru m dla ktérych tréjmian kwa-
dratowy 4z — 2(m + 1)z + m ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste z; oraz s,
speliajace warunki zy # 0,29 # 0 oraz x; + o < i + é

(315) (MRC 2012) Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie
2224 (3—2m)z—m+1 = 0 ma dwa rézne pierwiastki x;.7o takie, ze |z —xo| = 3.

(316) (MRC 2013) Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie
(m+ 1)z? — 3mz +m + 1 = 0 ma dwa rézne pierwiastki takie, ze ich suma jest
nie wieksza niz 2, 5.

(317) (MRC 2014) Wyznacz wszystkie wartoéci parametru m, dla ktérych réwnanie
22+ (2m —5)z + 2m + 3 = 0 ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste 1, zo takie,
ze (11 + 29)? > 23 - 2% > 23 + 23.

(318) (MRC 2015) Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) = %xz—(m—ﬂx%—m—fé
dla kazdej liczby rzeczywistej x. Wyznacz catkowite wartosci parametru m, dla
ktérych funkcja f przyjmuje warto$é¢ najwicksza i ma dwa rézne miejsca zerowe
o jednakowych znakach.

(319) (MRC 2017) Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie
2?2 — 3mx + 2m? + 1 = 0 ma dwa rézne rozwigzania takie, ze kazde nalezy do
przedziatu (—oo,3) .

(320) (MRC 2018) Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie
2?2 —3mz + (m + 1)(2m — 1) = 0 ma dwa rézne rozwigzania x1, zo spelniajace
warunki: x; - 29 # 0 oraz 0 < ?11 + ;12 < %

(321) (MRS 2010) Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie
2 — (m — 4)z + m? — 4m = 0 ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste, ktérych
suma jest mniejsza od 2m? — 3.

(322) Dla jakich wartosci parametru m réwnanie (x —m+3)(x+2m —9) = 0 ma dwa
rézne rozwiazania xi, To spelniajace warunek |z;| + |xo| = 27

(323) Dla jakich wartosci parametru m réwnanie 22 — 2(m + 2)z + 4m + m? = 0
ma dwa rézne rozwigzania x1, To spelniajace warunek x; = 2157
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5. Wielomiany

(324) Tloczyn trzech liczb catkowitych, z ktérych druga jest o 3 wieksza od pierwszej,
a trzecia o 1 mniejsza od drugiej, jest rowny -30. Wyznacz te liczby.

(325) Ioczyn trzech kolejnych liczb parzystych jest réwny 192. Jakie to liczby?

(326) Wyznacz warto$é¢ a wiedzac, ze liczba 3 jest pierwiastkiem wielomianu W (x) =
23 — 31 + ax — 12.

(327) Wyznacz wartosci a i b wiedzac, ze liczby -1 i -2 sa pierwiastkami wielomianu
W(x) = 2® + 62 + ax + b.

(328) Nie wykonujac dzielenia sprawdz, dla jakiej wartogci m wielomian W (x) = 2 —
222 — mx + 6 jest podzielny przez dwumian z — 2.

(329) Nie wykonujac dzielenia wyznacz reszte z dzielenia wielomianu W(z) = 2% —
223 + 32% — 42 — 5 przez dwumian z — 2.

(330) Wyznacz warto$é m, dla ktérej reszta z dzielenia wielomianu W (z) = 3% — 422 +
5r + m przez dwumian x — 1 wynosi 5.

(331) Dobierz tak wartosci a i b, aby reszty z dzielenia wielomianu W (z) = x° — 323 +
622 + ax + b przez dwumiany x — 1 i 2 + 3 wynosity odpowiednio 6 i -122.

(332) Wyznacz takie wartoci a, dla ktérych wielomian P(z) = az® — (a+3)z? + a(a —
10)x + 36 jest podzielny przez dwumian Q(z) =z — a.

(333) Wielomian W (z) = 2% — 423 + 1022 — 122+ 9 jest kwadratem innego wielomianu.
Jakiego?

(334) Wyznacz takie wartogci m i n, dla ktérych wielomian W (x) = z* + 223 + ma? +
nz + 1 jest kwadratem innego wielomianu.

(335) Liczby -1 i -3 sa pierwiastkami wielomianu P(z) = z*+2%—72*+ax+b. Wyznacz
a i b oraz rozwiaz nieréwnosé¢ P(x) < 0.

(336) Jednym z pierwiastkéw wielomianu W(x) = z® — bx? — 3z + ¢ jest 3. Znajdz
pozostale pierwiastki tego wielomianu wiedzac, ze W(—2) = —5.

(337) Jednym z rozwigzan réwnania z* + 1122+ dx + 30 = 52 jest 3. Znajdz pozostate
rozwigzania tego rownania.

(338) Wielomian trzeciego stopnia W (z) jest podzielny przez kazdy z dwumianéw = —
11, — 13,z — 15, a reszta z dzielenia wielomianu W (x) przez dwumian z — 10
jest réwna 60. Oblicz W (14).

(339) Wielomian W (z) = x3+bx?+cx+24 jest podzielny przez dwumian U(z) = z—4,
a przy dzieleniu wielomianu W () przez dwumian V(x) = x+2 otrzymamy reszte
36. Znajdz pierwiastki wielomianu W (x).

(340) Dany jest wielomian trzeciego stopnia, ktérego fragment wykresu jest przedsta-
wiony na rysunku ponizej. Oblicz W (10).

4 3 2 1 0 1 2~—3— 4 5N\ 6 7
-1

(341) Zapisz wielomian W (x) = x*+22° 4522 +42+ 3 jako iloczyn dwéch wielomianéw
drugiego stopnia o wspotczynnikach catkowitych dodatnich.
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(342) Dla jakich liczb rzeczywistych ¢ wielomian W (z) = (x — 2)(2? + 2z + ¢) ma trzy
rozne pierwiastki?

(343) Znajdz te wartosci wspotezynnika b, dla ktérych wielomian W(x) = 2 +ba? +
ma trzy rézne nieujemne pierwiastki.

(344) Zmajdz wszystkie takie liczby rzeczywiste b, aby wielomian W(z) = (22 + bx +
4)(xz — 1) mial trzy rézne pierwiastki, ktérych suma jest mniejsza od 9.

(345) Dla jakich warto$ci m réwnanie (z + 2)[(m + 1)z? — 4mz +m + 1] = 0 ma trzy
rozne pierwiastki ujemne?

(346) Wykaz, ze liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu W (x) = ® —maz +m — 1 oraz
wyznacz wszystkie wartosci m, dla ktérych ma trzy rézne pierwiastki rzeczywiste.

(347) Dla jakich wartoéci p réwnanie (z + 1)[z? + (p + 2)z + (p — 1)?] = 0 ma tylko
jedno rozwigzanie?

(348) Reszta z dzielenia wielomianu W (z) = * — mz? — (m + 4)z — (m + 2) przez
dwumian z —m wynosi —8m?. Rozwiaz nieréwnos¢ W (z) > 0.

(349) (MR 2008) Wielomian trzeciego stopnia f, ktérego fragment wykresu przedsta-
wiono na ponizszym rysunku spetnia warunek f(0) = 90. Wielomian g dany jest
wzorem g(r) = 23 — 1422 4+ 63z — 90. Wykaz, ze g(x) = —f(—x) dla z € R.

3

3

(350) (MR 2009) Przy dzieleniu wielomianu W (x) przez dwumian (z — 1) otrzymujemy
iloraz Q(z) = 8z%+4x—14 oraz reszt¢ R(x) = —5. Oblicz pierwiastki wielomianu

(351) Dla jakich warto$ci p réwnanie (z + 3) [:z:Q +(p+4)zr+ (p+ 1)2} = 0 ma tylko
jedno rozwigzanie?

(352) Wyznacz takie wartosci a i b, dla ktérych wielomian W (z) = 2® + 62% + az + b
ma trzy rézne pierwiastki xy, 9, 3 takie, ze x9 = 22, oraz x3 = 3x;.

(353) Dla jakich wartosci m réwnanie (z + 1)(z* + 2ma + 3m? — 2) ma dokladnie dwa
rozwigzania?

(354) Wyznacz takie wartosci m, dla ktérych réwnanie (z —1)(2? —2mz+m?—9) =0
ma trzy rézne pierwiastki takie, ze jeden z nich jest srednig arytmetyczng dwdch
pozostatych.
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(355) (MR 2007) Przedstaw wielomian W (z) = z* — 22® — 32% + 4v — 1 w postaci
iloczynu dwoch wielomianéw stopnia drugiego o wspotezynnikach catkowitych i
takich, ze wspétczynniki przy drugich potegach sa rowne jeden.

(356) (MR 2013) Reszta z dzielenia wielomianu W (z) = 423 — 52* — 23z + m przez
dwumian x 4 1 jest réwna 20. Oblicz warto$¢ wspotczynnika m oraz pierwiastki
tego wielomianu.

(357) (MR 2014) Wyznacz wszystkie catkowite wartosci parametru m, dla ktérych
réwnanie (224222 +2x+1)(2? — (2m+ 1)z +m?+m = 0 ma trzy, parami rézne,
pierwiastki rzeczywiste, takie ze jeden z nich jest $rednig arytmetyczng dwoch
pozostatych.

(358) (MR 2019) Wielomian okreslony wzorem W (x) = 223+ (m3+2)2? — 112 —2(2m+
1) jest podzielny przez dwumian (x — 2) oraz przy dzieleniu przez dwumian
(x+1) daje reszte 6. Oblicz m i dla wyznaczonej wartosci m rozwiaz nieréwnosé
W(z) <O0.

(359) (MRC 2012) Wielomian W(z) = z* + ax® + bx® — 24z + 9 jest kwadratem
wielomianu P(z) = 22 + cx + d. Oblicz a oraz b.

(360) (MRC 2013) Pierwiastkami wielomianu stopnia trzeciego sa liczby 1, 3, 5. Wspét-
czynnik przy najwyzszej potedze zmiennej tego wielomianu jest rowny % Uza-
sadnij, ze dla kazdej liczby catkowitej nieparzystej wartos¢ tego wielomianu jest
liczba podzielng przez 24.

(361) (MRC 2014) Reszta z dzielenia wielomianu W (z) = 623+ (m+4)x? —2x—1 przez
dwumian x —m jest réwna 8. Oblicz wartos¢ m oraz pierwiastki tego wielomianu.

(362) (MRM 2008) Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych jedynym
rozwiazaniem rzeczywistym réwnania x® + m32? — m?z — 1 = 0 jest liczba 1.

(363) Wielomian W (z) = 1823 + 2722 + 13z + 2 ma co najmniej jeden pierwiastek w
przedziale (0, 1). Znajdz wszystkie pierwiastki tego wielomianu.

(364) Dla jakich warto$ci m réwnanie (z — 3)(z* — 3mx + 2m? + 2m — 3) = 0 ma trzy
rozne rozwigzania rzeczywiste?

(365) Dla jakich wartosci m réwnanie (z + 1)(z* + mz + 2m) = 0 ma trzy rézne
rozwigzania xq, x9, 3 takie, ze r1xox3 < 1 + 12 + 23 + 37

(366) Wielomian W (x) = 182® — 212% — 13x + 6 ma pierwiastek w przedziale (0, 3).
Zmajdz wszystkie pierwiastki tego wielomianu.
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6. Funkcje wymierne

z248x+m

s = 0 ma do-

(367) Wyznacz te wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie
ktadnie jedno rozwigzanie.

(368) Dziedzing funkcji f(z) = izigiig jest zbiér R\ {1,2}. ZnajdZ miejsca zerowe tej
funkcji.

(369) Dla jakich wartosci m funkcja f(x) = % jest okreslona dla wszystkich
liczb rzeczywistych x i ma dwa rézne miejsca zerowe?

(370) Dla jakich wartosci m réwnanie 22+ @mitl)o+2m’+2

42
wigzanie?

= 0 ma doktadnie jedno roz-

mx +y = m?

z niewiadomymi x i y oraz parame-
dr +my =8

(371) Dany jest uktad réwnan {

trem m.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych uktad jest oznaczo-
ny (ma doktadnie jedno rozwiazanie), a para liczb (z,y) bedaca rozwiazaniem
uktadu spelia warunek |z + y| < 2.

7. Dzialania na potegach

_ [1-v2|
(372) Wykaz, ze jesli a = V2° \/§, ab= (1)

5 , to a = 4b.

2

(373) Udowodnij, ze liczba ((6 —112)2 + (6 + 11%)5) jest catkowita.

(374) Wiadomo, ze 3% + 3% = 7. Oblicz 9% + 9% oraz 81¢ 4 81~°.

(375) (MR 2009) Wykaz, ze jezeli A = 31V2*2 | B = 32V2*3 to B = 9V/A.

2

(376) (MRS 2009) Poréwnaj liczby a i b, jesli a — [(2 — V3 4+ 2+ V3)E| oraz
b= 81— 1.4/3

27-2./9°

(377) W 2000 roku liczba mieszkanicéw pewnego miasta wynosita 240 tysiecy. Z kaz-
dym kolejnym rokiem wzrastala ona o 5%. Dla kazdej liczby catkowitej ¢ > 0
funkcja L(t) okresla liczbe mieszkancéw tego miasta po uptywie ¢ lat. Wyznacz
wzér funkeji L(t) oraz oblicz, w ktérym roku liczba mieszkanicéw tego miasta
przekroczy 300 tysiecy.

(378) Zwierze Eraticus jest zagrozone wyginieciem. Od 1992 r. pozostala tylko jedna
kolonia, a w 1992 r. populacja tej kolonii wynosita 555 osobnikow. Od tego czasu
populacja systematycznie spada o 4, 5% rocznie. Znajdz wzér funkcji L(t) opisu-
jacej jego populacje po t latach od 1992 roku. Oblicz przyblizong populacje tego
zwierzecia w 2007 roku.

(379) Kazdego roku fizyk mierzy pozostala radioaktywnos¢ w prébce. Odkrywa, ze
zmniejsza sie ona o 18% kazdego roku. Po 4 latach pozostalo 1,52g materia-
tu radioaktywnego. Znajdz poczatkowa ilos¢ materiatu radioaktywnego. Po ilu
latach ilo$¢ materiatu radioaktywnego bedzie mniejsza niz 0, 2g?

8. Logarytmy

380) Oblicz wartos¢ wyrazenia log, 8 + log 7 1% + log 5 25.

(330)

(381) Oblicz warto$¢ wyrazenia logg 2 4 logg 3 + log, 270 — logs 10.
(382) Oblicz warto$¢ wyrazenia logs 25 - logs 3.

(383) Oblicz wartoé¢ wyrazenia log” 5 + log® 2 + 2log 5 log 2.
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Oblicz warto$¢ wyrazenia log, (log; v/5) — log,(logs 5)

Wiedzac, ze logs2 = a oraz logy 5 = b, oblicz wartosci wyrazen logs 10; logs 6;
log(0,4); logs 60; logg(1,5) oraz logs, 20.

(388) Wiedzac, ze log, p = 2, log, p = 3 oraz log,p = 6 oraz abc # 1, oblicz log,,. p.
(389) Niech m = log,, 7. Wykaz, ze log, 27 = W

(390) Wykaz, ze jesli liczby b i ¢ sa dodatnie i logy b + logy ¢ + 1 = log,(b* + ¢?), to
b=rc.

)

385) Oblicz wartos¢ wyrazenia 9'°8s5 4 glos26-35
)
)

logs (4—logs 2v/2)
logos (6+1ogg gos1 0,3) °

)

2) Oblicz warto$¢ wyrazenia logs(logg 10 — logg 5).
)
)

log,, k* = log,: k + log, k.
Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci wyrazenia log, b.
(395) (MR 2005) Wyznacz dziedzing funkcji f(z) = log,>_5(z3 + 42 — x — 4)
(396) (MR 2021) Niech log, 18 = ¢. Wykaz, ze logs 4 = .
(397) (MRC 2015) Niech a = logy, 2. Wykaz, ze logg 64 = 2%
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9. Trygonometria

(398) Wiedzac, ze cosa = ——3 oraz a € (7r, ‘%T) oblicz wartosci sin « oraz tg a.
(399) Wiedzac, ze tga = ‘[ oraz o € ( ;5 ) oblicz warto$ci sin v oraz cos .
400) Majac dane sinz + cosz = & oblicz sin®z + cos® x
Ja 2
401) Udowodnij tozsamodé <o _ sin’a — gin o 4 cos o
l-sina 14-cos o
402) Udowodnij tozsamosé 17tgz ¢ — (cosa — sin &) (cos o + sin «
1+tg” a
(403) Udowodnij tozsamos$¢ cos? a + sin? o = sin* o + cos?
(404) Udowodnij tozsamos¢ ; J:fg%‘ ~ =sinacosa
(405) Udowodnij tozsamosé 1f20‘;‘a + 1;?;"‘ = Siﬁa
(406) Oblicz wartos¢ sin 15°
(407) Oblicz wartosé cos 105°
(408) Wiedzac, ze cosx = 1 oblicz cos 2z
(409) Wiedzac, ze sinx = % oraz x € (%, m) oblicz sin 2z
(410) Udowodnij tonamosc = fsilnz(f = } +E§Z'
(411) Wledzz%c ze sin x+cos x = m, oblicz warto$ci wyrazen sin 2z, | cos z—sin x|, tg x+

tg—x,sm x + cos® x.

V3

Rozwiaz réwnanie sinz = 3°

Rozwiaz réwnanie cosx = —

412
413 :
Rozwigz réwnanie tgz = /3
Rozwigz réwnanie cos? x = %
Rozwigz réwnanie |sinz — 1
Rozwigz réwnanie 2sin?x — 5sinz +2 = 0

Rozwigz réwnanie 2 cos?x —sinx — 1 =0

Rozwigz réwnanie 2 cos*z — 7cos?z 4+ 3 = 0

Rozwiaz réwnanie sin 2z + sinx = 0

Rozwiaz réwnanie cos 2x + cosx = 0

Rozwigz rownanie sin(2z + 5) = —3 w przedziale (0, 2r)
Rozwiaz réwnanie tg(0, 5z — ) = —1 w przedziale (0, 4)
Rozwiaz réwnanie v/3sinz — cosz = 1
Rozwiaz réwnanie 2sin? x — sin 2z = 0
Rozwigz réwnanie sin(z — %) cos(z + %) = 1
Rozwigz réwnanie 2sinz + v3tgz = O
Rozwiaz rownanie sinx cosz + tgx = 2,5sinx

Rozwigz réwnanie sinx — cosx + 1 = sinz cosx

Rozwigz réwnanie sinztgz — v3 = tgax — v/3sina dla z # 5 tkm
Rozwigz réwnanie (tgz + ——)* + (tgz — =14

Rozwigz réwnanie SB2 4 cosz _ 8sin2z

cos T Slnlm .

Rozwiagz réwnanie 95— + ~—=2% = 4
1—sinx Ccos ™

Rozwiaz réwnanie (1 —tgx)(1 +sin2z) =1 +tgx
Rozwiaz rownanie cos 2z +sin2x + 1 =0
Rozwigz réwnanie v/2 cos 2z = cos x + sin x
Rozwiaz réwnanie sin? 8z — sin? 4z = —1
Rozwiaz réwnanie 1 — tgz = cos2x
Rozwigz réwnanie 5sin? x + V3sinzcosz + 6coslxr =5
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Wiedzac, ze sina = f , oblicz sin 3a.
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(441) Rozwiaz réwnanie cosz — sinx = cos 2z jesli 0 < x < 27.

(442) (MR 2005) Rozwiaz réwnanie cos 3 — v/3sinz = 1

(443) (MR 2008) Rozwiaz réwnanie 4 cos? z = 4sinx + 1 w przedziale (0, 27).

(444) (MR 2011) Rozwiaz réwnanie 2sin®z — 2sin®xcosz = 1 — cosx w przedziale
0, 27).

445) (MR 2012) Rozwiaz rownanie cos2x + 2 = 3 cos x.

446) (MR 2013) Rozwigz réwnanie cos 2z + cosz + 1 = 0 dla = € (0, 27).

447

448

MR 2018) Rozwiaz réwnanie sin 6z + cos 3z = 2sin 3z + 1 w przedziale (0, 7).
450) (MR 2019) Rozwiaz réwnanie (cos z) {sin (m - 7) + sin (x + )] = 1sinz.
451

452
453

)
)
)
MR 2017) Rozwiaz réwnanie cos 2z + 3 cosx = —2 w przedziale (0, 27).
)
)
)

MR 2020) Rozwiaz réwnanie 3 cos 2z + 10 cos® x = 24sinz — 3 dla x € (0, 27).
MR 2021) Rozwiaz réwnanie cos 2z = f(cosa: sinx) w przedziale (0, 7).
MRC 2012) Kat « jest taki, ze cosa + sina = %. Oblicz warto$¢ wyrazenia
| cos a — sin

(454) (MRC 2013) Rozwiaz réwnanie 2tgz-cos z+1 = 2 cos x+tgx w przedziale (0, 27r>
(455) (MRC 2013) Wykaz ze dla dowolnego kata o prawdziwa jest tozsamosé sin® a +
OS4Oé 1+cos 2a

(
(
c
(456) (MRC 2015) Rozw1@z réwnanie (4sinz — 1) - sinz = cos?z — 3sin?z dla x €
(=
(
(

(
(
(
{
(
(
(MR 2014) Rozwiaz réwnanie v/3cosx = 1 + sinz w przedziale (0, 27).
(
(
(
(
(
(

(445)
(446)
(447)
(448)
(449)
(450)
(451)
(452)
(453)

,0).
(457) MRC 2017) Rozwiaz réwnanie 3sin (w - ) + cos (x + Z) = 1 w przedziale

0, 27).

(458) (MRG 2014) Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste z, spelniajace réwnanie sin 5x—
sinz = 0.

(459) (MRL 2006) Wyznacz wszystkie rozwigzania réwnania 2 cos? ¥ = cos xr nalezace
do przedziatu (0, 27).

(460) (MRS 2010) Wyznacz wszystkie rozwiazania réwnania 2sin?z — 7cosz — 5 = 0
nalezace do przedziatu (0, 27).

461) Rozwiaz réwnanie 4 cos 2x cos b = 2 cos Tx + 1.

462) (MRS 2023) Rozwiaz réwnanie 3sin? z — sin®(2x) = 0 w przedziale (r, 27).

o~~~
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10. Ciagi

(463) Ciag (a,) dla n > 1 jest okreglony wzorem a,, = 4n — n?. Oblicz wyrazy as oraz
any1. Ktory wyraz tego ciagu jest rowny —217
(464) Zbadaj monotoniczno$¢ ciagu a, = 2n? + 3n.

(465) Zbadaj monotonicznoéé ciagu b, = 3t

n+1
(466) Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu a,, dana jest wzorem S,, = n® — 3n. Oblicz

ai, Gz, a3z, A1 Oraz Q.

(467) Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu a, dana jest wzorem S, = n® —4n?. Ktory
wyraz ciagu a, jest rowny 477

(468) W ciagu arytmetycznym dane sa a + a3z = 14 oraz as - a4 = 21. Oblicz ay, r oraz
as.

(469) Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu a, wyraza si¢ wzorem S, = 4n® — 3n.
Wyznacz wzoér ogélny ciagu a,, wykaz, ze ciag (a,) jest arytmetyczny oraz roz-
strzygnij, ile wyrazéw tego ciggu jest mniejszych od 100.

(470) Sibdmy wyraz ciagu arytmetycznego (a,) jest réwny 10. Oblicz a4 + ag + ag oraz
513.

(471) Tle poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego okre$lonego wzorem a,, = 4n—3
nalezy zsumowac, aby otrzymac¢ 2317

(472) Oblicz sume wszystkich dwucyfrowych liczb naturalnych podzielnych przez 3.

(473) Oblicz sume 2 + 7+ 124+ 174 --- + 112.

(474) Oblicz sume wszystkich dodatnich, mniejszych od 100 liczb catkowitych, ktére
przy dzieleniu przez 4 daja reszte 1.

(475) Ile poczatkowych liczb catkowitych dodatnich parzystych nalezy zsumowaé, aby
otrzymaé¢ 1567

(476) Dla jakich wartoéci x liczby @ — 1, 2z — 3, 22 — 9 tworza w podanej kolejnosci
cigg arytmetyczny?

(477) Ciag (z,2x + 3,42 + 1,...) jest arytmetyczny. Wyznacz warto$¢ x oraz sume 10
poczatkowych wyrazow tego ciagu.

(478) W ciagu geometrycznym (a,) dane sa: a; — ag = 24 oraz a; + ay = 36. Oblicz
ay, q oraz wzor na n-ty wyraz tego ciagu.

(479) W niemonotonicznym ciagu geometrycznym (a,) dane sa a;a;=100 oraz az + a4
= 30. Oblicz as.

(480) Ciag geometryczny (a,) ma 100 wyrazéw. Suma wszystkich wyrazéw o numerach
nieparzystych wynosi 3, a suma wszystkich wyrazéw o numerach parzystych 12.
Oblicz iloraz tego ciagu.

(481) Ciag (a, b, c) jest arytmetyczny a suma jego wyrazéw to 33. Ciag (a,b—1,c+ 3)
jest geometryczny. Oblicz a, b, c.

(482) Ciag (a, b, c) jest geometryczny a suma jego wyrazow to 19. Ciag (a,b,c — 1) jest
arytmetyczny. Oblicz a, b, c.

(483) Ciag (a,b,c) jest geometryczny (a # 0). Ciag (a,b,c — 2) jest arytmetyczny, a
ciag (a+ 1,b, ¢ — 2) jest znéw geometryczny. Oblicz a, b, c.

(484) Ciag (a, b, ¢) jest geometryczny o ilorazie r6znym od 1. Ciag (b, a, ¢) jest arytme-
tyczny, a ciag (b+ 5,a,c — 4) jest znéw geometryczny. Oblicz a, b, c.

(485) Suma dwoch poczatkowych wyrazéw nieskonczonego ciggu geometrycznego jest
rowna 15, a suma trzech 19. Oblicz sume wszystkich wyrazow tego ciagu.

(486) W nieskoniczonym ciagu geometrycznym kazdy nastepny wyraz jest dwukrot-
nie mniejszy od poprzedniego. Wykaz, ze suma wszystkich wyrazow jest 4 razy
wieksza od wyrazu drugiego.
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(487) Wyznacz tak liczby a i b, zeby trzy rézne pierwiastki wielomianu W(z) = 2® —

922 + az + b utworzyly ciagg arytmetyczny o réznicy 2.
(488) Wyznacz tak liczby a i b, zeby trzy rézne pierwiastki wielomianu W(z) = 23 —
1322 + ax + b utworzyty ciag geometryczny o ilorazie 3.

(489) Oblicz granice lim o

(490) Oblicz granice lim %
(491) Oblicz granice lim (3n;TB -

(492) Oblicz granice nh_>nolo ‘/(%W
(493) Oblicz granice nh_)rgo %ﬁ

(494) Oblicz granice lim %,;S/Eg’

(495) Oblicz granice lim —n®+4n% +5n — 3
(496) Oblicz granice lim L2l on
(497) Oblicz granice lim jigfgf::fi’gg +12)
(498) Oblicz granice lim nidn _ n@t{fl
(499)

499) Trzy liczby tworza ciag geometryczny a suma ich kwadratéw wynosi 91. Jezeli
do pierwszej liczby dodamy 2, do drugiej 5 a do trzeciej 4, to otrzymamy ciag
arytmetyczny. Jakie to liczby?

(500) Liczba wyrazéw pewnego ciagu geometrycznego jest parzysta. Suma wszystkich
wyrazéw tego ciagu jest trzy razy wigksza od sumy jego wyrazow o numerach
nieparzystych. Wyznacz iloraz tego ciagu.

(501) Trzy rézne liczby a, b, ¢, ktérych suma wynosi 38, tworza w podanej kolejnosci
trzywyrazowy ciag geometryczny. Liczby te sa odpowiednio pierwszym, trzecim
i széstym wyrazem ciagu arytmetycznego. Wyznacz te liczby.

(502) Suma wszystkich wyrazéw szeregu geometrycznego zbieznego jest 4 razy wicksza
od sumy wszystkich jego wyrazéw o numerach parzystych, a pierwszy wyraz jest
o 2 wigkszy od wyrazu drugiego. Wyznacz ten drugi wyraz.

(503) (MR 2009) Ciag (x —3,x+3,6x+2,...) jest nieskoniczonym ciggiem geometrycz-
nym o wyrazach dodatnich. Oblicz iloraz tego ciggu i uzasadnij, ze %g < i, gdzie
Sy, oznacza sume n poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

(504) W ciggu geometrycznym (a,) dane sa ay = 6 oraz % = 28. Oblicz sume
szesciu poczatkowych wyrazéw tego ciggu.

(505) Dany jest nieskonczony ciag geometryczny (a, ), okreslony dla kazdej liczby natu-
ralnej n > 1, ktérego iloraz ¢ jest rowny pierwszemu wyrazowi i spetnia warunek
lg| < 1. Stosunek sumy Sy wszystkich wyrazéw tego ciagu o numerach niepa-
rzystych do sumy Sp wszystkich wyrazéw tego ciggu o numerach parzystych jest

rowny sumie S wszystkich wyrazéw tego ciagu tj. g—]; = .S Oblicz q.

(506) Srednia arytmetyczna dziewieciu poczatkowych wyrazéw rosnacego ciggu aryt-
metycznego (a,) jest réwna 10. Wyrazy as, as, a; tworza w podanej kolejnosci
trzywyrazowy ciag geometryczny. Oblicz pierwszy wyraz i r6znice ciagu arytme-
tycznego.

(507) (MP 2020) Wszystkie wyrazy ciggu geometrycznego (a,) sa dodatnie. Wyrazy
tego ciagu spetniaja warunek 6a; — 5ay + ag = 0. Oblicz iloraz ¢ tego ciggu
nalezacy do przedziatu (2v/2,3v/2).
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(508) Dany jest nieskoriczony ciag geometryczny, ktérego iloraz ¢ spetnia warunki
q = za1 oraz |g| < 1. Suma wszystkich wyrazéw tego ciagu jest réwna sumie
kwadratow wszystkich wyrazéw tego ciagu. Oblicz q.

(509) (MR 2005) Oblicz granice lim ;j‘;j;j;;;jgg;g;.

(510) (MR 2007) Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,) wyraza
sic wzorem S, = 2n% +n dla n > 1. Oblicz sume 50 poczatkowych wyrazéw
tego ciagu o numerach parzystych: as + a4 + ag + ... + a100 oraz oblicz granice
Jmn gy

(511) (MR 2008) Udowodnij, ze jezeli ciag (a,b,c) jest jednocze$nie arytmetyczny i
geometryczny, to a =b=c .

(512) (MR 2012) Trzy liczby tworza ciag geometryczny. Jezeli do drugiej liczby do-
damy 8, to ciag ten zmieni sie w arytmetyczny. Jezeli za$ do ostatniej liczby
nowego ciggu arytmetycznego dodamy 64, to tak otrzymany ciag bedzie znow
geometryczny. Znajdz te liczby. Uwzglednij wszystkie mozliwosci.

(513) (MR 2013) Ciag liczbowy (a, b, c) jest arytmetyczny i a + b + ¢ = 33, natomiast
ciag (a — 1,0+ 5, ¢+ 19) jest geometryczny. Oblicz a, b, c.

(514) (MR 2014) Ciag geometryczny (a,) ma 100 wyrazéw i sa one liczbami dodatnimi.
Suma wszystkich wyrazéw o numerach nieparzystych jest sto razy wieksza od
sumy wszystkich wyrazow o numerach parzystych. Oblicz iloraz g tego ciagu.

(515) (MR 2015) Suma wszystkich czterech wspélczynnikéw wielomianu W (z) = 23 +
ax?® + bz + c jest téwna 0. Trzy pierwiastki tego wielomianu tworzg cigg aryt-
metyczny o roznicy réwnej 3. Oblicz wspétezynniki a,b i c¢. Rozwaz wszystkie
mozliwe przypadki.

(516) (MR 2016) Dany jest ciag geometryczny (a,) okreslony wzorem a,, = (%_1371>

dlan > 1. Wszystkie wyrazy tego ciggu sa dodatnie. Wyznacz najmniejsza liczbe
catkowita z, dla ktoérej nieskonczony szereg ay + as + az + ... jest zbiezny.

(517) (MR 2017) Liczby a, b, ¢ sa — odpowiednio — pierwszym, drugim i trzecim wyra-
zem ciggu arytmetycznego. Suma tych liczb jest réwna 27. Ciag (a —2,b,2c+ 1)
jest geometryczny. Wyznacz liczby a, b, c.

(518) (MR 2018) Wyrazy ciggu geometrycznego (a,,), okreslonego dla n > 1, spetniaja
uktad réwnan

as + ag = —84
as + ay = 168
Wyznacz liczbe n poczatkowych wyrazéw tego ciagu, ktorych suma S, jest rowna
32769. e ,
(519) (MR 2019) Oblicz granice lim e

(520) (MR 2019) Trzywyrazowy ciag (a, b, c) o wyrazach dodatnich jest arytmetyczny,

12 1
a’ 3b’ 2a+2b+c

natomiast ciag geometryczny. Oblicz iloraz ciagu geometryczne-

go.

(521) (MR 2020) W trzywyrazowym ciagu geometrycznym (aq,ag, as) spelniona jest
rownosc¢ a +as+as = %. Wyrazy ai, as, az sa — odpowiednio — czwartym, drugim
i pierwszym wyrazem rosnacego ciggu arytmetycznego. Oblicz a;.

(522) (MR 2021) Oblicz granice Jim. W
(523) (MRC 2012) W ciggu arytmetycznym a,, dla n > 1, dane sa a; = —2 oraz
roznica r = 3. Oblicz najwieksze n takie, ze a; + as + .... + a, < 2012.
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(524) (MRC 2013) Trzy liczby sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego, ktérego
iloraz jest rozny od 1. Jezeli wezmiemy kolejno druga z nich, pierwsza i trzecia,
to otrzymamy trzy kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego. Jezeli pierwszy wyraz
tego ciggu arytmetycznego zmniejszymy o 7, drugi pozostawimy bez zmian, a
trzeci zwickszymy o 3, to otrzymamy trzy kolejne wyrazy ciagu geometrycznego.
Oblicz te liczby.

(525) (MRC 2016) Dany jest ciag (a,) okreslony dla kazdej liczby catkowitej n > 1,
w ktéorym ay, = 4 oraz dla kazdej liczby n > 1 prawdziwa jest rownosé a,,1 =
a, +n — 4. Oblicz pierwszy wyraz ciagu a, i ustal, czy ciag ten jest malejacy.

(526) (MRC 2017) Dany jest nieskoriczony ciag geometryczny, w ktérym iloraz jest
trzy razy wiekszy od pierwszego wyrazu, a suma wszystkich wyrazéw tego ciaggu
jest rowna i. Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu.

(527) (MRC 2017) Ciag (a,) jest arytmetyczny, a ciag (b,) jest geometryczny. Pierwszy
wyraz a; ciggu arytmetycznego jest ilorazem ciagu geometrycznego (b,). Wyra-
zy ciagu (a,) sa liczbami caltkowitymi, a suma o$miu poczatkowych wyrazéw
tego ciggu jest réwna 124. Natomiast pierwszy wyraz b; ciggu geometrycznego
jest réznicg ciggu arytmetycznego (a,). Suma dwéch pierwszych wyrazéw ciagu
geometrycznego (b,,) jest réwna 18. Wyznacz te ciagi.

(528) (MRC 2018) Dany jest rosnacy ciag geometryczny (a, aq, ag®), ktérego wszystkie
wyrazy i iloraz sa liczbami catkowitymi nieparzystymi. Jesli najwickszy wyraz
ciggu zmniejszymy o 4, to otrzymamy cigg arytmetyczny. Oblicz wyraz aq tego
ciggu.

(520) (MRG 2014) Oblicz granice lim (;;2 _ <"+2>2).

w n+444

(530) (MRG 2014) Niech P, oznacza pole kota o promieniu 55, dla n > 1. Oblicz sume
wszystkich wyrazéw nieskoniczonego ciagu P,.

(531) (MRL 2006) Wyznacz wszystkie wartosci k& € R | dla ktérych pierwiastki wielo-
mianu W (z) = (22 — 8z + 12)(x — k) sa trzema kolejnymi wyrazami rosnacego
ciggu geometrycznego.

(532) (MRM 2008) Ciag geometryczny (a,,) jest okreslony wzorem a,, = 3" dlan > 1.
Oblicz iloraz tego ciagu oraz oblicz logs aq + logs as +1ogs as + ... +1ogs ajgo czyli
sume logarytmoéw, o podstawie 3, stu poczatkowych, kolejnych wyrazow tego
ciggu.

(533) (MRS 2006) Dany jest nieskoriczony ciag tréjkatéw réwnobocznych takich, ze
bok nastepnego trojkata jest wysokoscia poprzedniego. Oblicz sume pdl wszyst-
kich tak tworzonych trojkatéw, przyjmujac, ze bok pierwszego trojkata ma dtu-
gos¢ a(a > 0).

(534) (MRS 2010) Ciag (a,b,c) jest geometryczny i a + b+ ¢ = 26, za$ ciag (a — 5,0 —
4,c— 11) jest arytmetyczny. Oblicz a, b, c.

(535) Dany jest nieskoniczony ciag geometryczny (a,) dla n > 1. Suma wszystkich
wyrazéw tego ciggu jest rowna 27, a suma trzech poczatkowych wyrazéw jest
rowna 19. Oblicz pierwszy wyraz a; oraz iloraz q tego ciagu.

(536) Dany jest nieskonczony ciag geometryczny (a,) dla n > 1. Suma wszystkich
wyrazéw tego ciagu jest rowna 10, a drugi wyraz wynosi %. Oblicz iloraz q tego
ciggu.

(537) Dany jest nieskonczony szereg geometryczny

B—z)+z(B3—2)+2°B—x)+ ...
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Wyznacz wszystkie wartosci zmiennej z (réznej od 0 i od 3), dla ktérych suma
tego szeregu istnieje i jest rowna %
(538) Dany jest nieskonczony szereg geometryczny

32 64
8z +16+ = + — + ...
X x

Wyznacz wszystkie wartosci zmiennej = (r6znej od 0), dla ktérych suma tego
szeregu istnieje i jest rowna 72.

(539) Dany jest kwadrat ko o wierzchotkach A, B, C' i D oraz boku dtugosci a. Srodki
Ay, B1,C1, Dy bokow AB, BC,CD i DA tego kwadratu sg wierzchotkami kwa-
dratu ky. Srodki bokéw kwadratu k; sg wierzchotkami kwadratu ks i rak dalej.
W ten sposob otrzymujemy nieskonczony cigg kwadratéow. Oblicz sume pol oraz
sume obwodow tych wszystkich kwadratéw.

(540) Dany jest nieskoniczony ciag tréjkatéw réwnobocznych, z ktérych kazdy nastep-
ny powstaje poprzez potaczenie §rodkéw bokéw poprzedniego tréjkata (zobacz
rysunek)

¢

Dhugosé boku tréjkata ABC jest réwna 6. Oblicz sume pol wszystkich tréjkatow.

(541) Ciag geometryczny (a,) okre$lony dla n > 1 spetnia warunki: a3+ ag = 108

ay + a7 = 216
Oblicz sume oémiu poczatkowych wyrazow tego ciagu.

(542) W rosnacym ciggu geometrycznym o wyrazach dodatnich zachodzi zwiazek 3az+
3a; = 10ay. Czwarty wyraz a4 tego ciggu jest rowny 27. Suma n poczatkowych
wyrazow tego ciagu jest rowna 3280. Oblicz n.
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11. Planimetria

W dowolnym tréjkacie ABC' (o ile tresé zadania nie stanowi inaczej) przyjmu-
jemy oznaczenia: boki - |[BC| = a, |AC| = b, |AB| = ¢, katy naprzeciwko bokéw
a, b, c to odpowiednio «, 3,7y, wysokosci opuszczone na te boki to odpowiednio
ha, hy 1 he. Promien okregu wpisanego w trojkat - r, za$ opisanego na tréjkacie
- R.

(543) W trojkacie prostokatnym ABC dane sa o = 30°, 8 = 90° oraz |BC| = 4. Oblicz
dtugosci bokow AC', AB oraz dlugo$é wysokoéci BD tego trojkata.

(544) W tréjkacie prostokatnym ABC' dane sa ¢ = 26 oraz tga = % Oblicz obwdd
tego trojkata.

(545) W tréjkacie réwnoramiennym dane sa |[AB| = 30, a |[AC| = |BC| = 25. Oblicz
pole tego tréjkata, dtugosé wysokosci AD i dtugosci odcinkéw, na jakie dzieli
ona bok BC.

(546) W tréjkacie réwnoramiennym ABC (JAC| = |BC|) dane sa |AB| = 13 oraz
wysoko$é |AD| = 12. Oblicz obwéd tréjkata ABC.

(547) W tréjkacie dane sa a = 8,b = 3,7 = 60°. Oblicz pole tego trdojkata, dtugosé
boku ¢ oraz wysokoS$é hy,.

(548) W tréjkacie dane sg a = 3,b = 5,¢ = 7. Oblicz miare najwiekszego kata w tym
tréjkacie.

(549) Na ramieniu BC tréjkata réwnoramiennego ABC obrano punkt D, ktéry po-
dzielit to ramie w stosunku |C'D| : |[DB| = 2 : 1. Ponadto |AB| = 12 oraz
|AC| = 24. Oblicz dlugos¢ odcinka AD.

(550) W trojkacie dane sa a = 21,b = 20, ¢ = 13. Oblicz pole tego tréjkata, promien
okregu wpisanego, promien okregu opisanego na tym trojkacie oraz wysokosé hy,.

(551) W tréjkacie dane sa a = v/6, 8 = 60° oraz v = 75°. Oblicz dtugo$¢ b.

(552) W trdjkacie dane sa a = 4, o = 30°. Oblicz pole kola opisanego na tym trdjkacie.

(553) W tréjkacie dane sg |[AB| = 8,|AC| = 9,|BC| = 7. Oblicz dlugos¢ d srodkowej
CD.

(554) W tréjkacie dane sa |AC| = 10,|BC| = 15, |<ACB| = 120°. Oblicz dtugosé
dwusiecznej C'D kata ACB.

(555) W réwnoramiennym tréjkacie prostokatnym poprowadzono $rodkowe do ramion
tego tréjkata. Oblicz kosinus kata ostrego miedzy tymi srodkowymi.

(556) W tréjkacie prostokatnym dane sa dtugosci przyprostokatnych a = 6 oraz b = 8.
Oblicz dtugosé wysokosci h., promienia okregu opisanego na tym tréjkacie i
promienia okregu wpisanego w ten tréjkat.

(557) W tréjkacie prostokatnym przyprostokatne maja dtugosci 3 i 4. Wpisujemy okrag
w ten tréjkat. Oblicz dlugosci bokéw, na jakie podzielit przeciwprostokatna
punkt stycznosci tego okregu z nig.

(558) W tréjkacie prostokatnym najkrotszy bok ma dtugosé 1+ +/3 a najmniejszy kat
miare 30°. Oblicz dtugosé odcinka taczacego punkt stycznosci okregu z przeciw-
prostokatna z wierzchotkiem kata prostego w tym trojkacie.

(559) W trdjkacie prostokatnym przyprostokatne maja dtugosci 15 i 20. Oblicz odle-
gltosci srodka okregu wpisanego w ten trojkat od wszystkich wierzchotkéw tego
tréjkata.

(560) Oblicz dtugo$¢ podstawy trojkata réownoramiennego ABC wiedzac, ze jego ramie
ma dlugosé 16 i ze odlegtos¢ érodka ramienia od przeciwlegtego wierzchotka
podstawy wynosi 12.
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(561) W trdjkacie ABC' dane sa dtugosci |AC| = 3 oraz |BC| = 7. Dwusieczna kata
przy wierzchotku C ma dtugos$¢ réwna 3. Wyznacz dtugosé boku AB.

(562) W trojkacie rownoramiennym ABC' o podstawie AB ramie jest 2 razy dluzsze
od podstawy. Oblicz stosunek pél figur, na jakie symetralna boku AC' rozcina
trojkat ABC.

(563) W tréjkacie prostokatnym sinus jednego z katéw jest réwny % Promien okregu
wpisanego w ten trojkat ma diugos$é 7. Oblicz pole tego trojkata.

(564) W trojkacie prostokatnym suma sinuséw katéw ostrych wynosi %, a pole tego
tréjkata jest réwne 20. Oblicz dtugosé jego przeciwprostokatne;j.

(565) Wysoko$é AD opuszczona na przeciwprostokatna BC' tréjkata prostokatnego
ABC ma dhugo$¢ 24, a stosunek dtugosci przeciwprostokatnej do obwodu tego
trojkata Wynosil%. Oblicz pole trojkata ABC.

(566) W tréjkacie prostokatnym dane sa: =6 i R = 17. Oblicz jego pole.

(567) Pole trojkata prostokatnego jest réwne 180, a r = 4. Oblicz dtugosé przeciwpro-
stokatnej tego trojkata.

(568) Oblicz pole wycinka kota o promieniu 6 wyznaczonego przez kat Srodkowy o
mierze 120°.

(569) W wycinek kola o promieniu 4 i kacie 90° wpisano koto. Oblicz promien tego
kota.

(570) W kat o mierze 60° wpisano dwa okregi jak na rysunku ponizej. Wiedzac, ze
promien okregu o $rodku B ma dtugosé 1, oblicz promien okregu o srodku C'.

(571) Romb o kacie ostrym 30° jest opisany na okregu o promieniu 2. Oblicz pole tego
rombu.

(572) W réwnolegltoboku ABC' D wysoko$¢ opuszczona na bok AB ma dlugosé 2, a
na bok BC- dtugos¢ 3. Oblicz obwdd tego réwnolegtoboku wiedzac, ze dtugosci
bokéw réznig sie o 2.

(573) Oblicz sinus kata ostrego przeciecia sie przekatnych w prostokacie, ktérego boki
maja dtugosci 6 1 8.

(574) Dwa boki réwnolegtoboku sa réwne 6 i 10, a dtuzsza przekatna 14. Oblicz miare
kata ostrego tego rownolegtoboku i dtugos¢ krotszej przekatnej.

(575) Znajac dtugosci przekatnych réwnolegtoboku d; = 6 i dy = 4 oraz bok a = 3,
oblicz drugi bok oraz pole tego rownolegtoboku.

(576) Oblicz pole trapezu réwnoramiennego ABC' D wiedzac, ze jego wysokosé |CE| =
h, a |AE| = d.
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(577) Obwdd trapezu réwnoramiennego opisanego na okregu o promieniu 4 jest réwny
40. Znajdz pole tego trapezu, dtugosci podstaw i dtugos$¢ przekatne;.

(578) Obwdd trapezu réwnoramiennego opisanego na okregu jest réwny 16, a przekatna
trapezu ma dtugosé¢ 5. Oblicz dtugos$¢ promienia okregu wpisanego w ten trapez
i promienia okregu opisanego na nim.

(579) W trapez réwnoramienny o obwodzie 20 i przekatnej v/41 mozna wpisaé okrag.
Oblicz wysoko$¢ tego trapezu a nastepnie odlegtosci punktu przeciecia przekat-
nych od wszystkich bokow tego trapezu.

(580) Trapez, w ktérym ramie ma dtugosé 5, wpisano w okrag o promieniu 6,5. Oblicz
pole tego trapezu wiedzac, ze dtuzsza podstawa jest $rednicag tego okregu.

(581) W trapez prostokatny wpisano okrag. Odleglosci srodka tego okregu od koncow
dtuzszego ramienia trapezu wynosza odpowiednio v/5 oraz 21/5. Oblicz promien
okregu.

(582) W trapez prostokatny wpisano koto. Punkt stycznosci kota z dtuzszym ramieniem
dzieli to rami¢ na odcinki dtugosci 8 i 18. Oblicz pole kota, dtugosci podstaw
trapezu oraz pole tego trapezu.

(583) Cuztery kolejne boki czworokata wpisanego w okrag maja dtugosci |AB| = 3, | BC|
8,|CD| =61 |DA| = 10. Oblicz dtugosci przekatnych tego czworokata.

(584) Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Wiedzac, ze |AB| = 5, |BC| = 8,
|<ABC| = 60°, oblicz dlugosé¢ przekatnej AC' oraz promien okregu opisanego
na tym czworokacie. Wiedzac dodatkowo, ze |[AD| : |[DC| =5 : 3 oblicz obwé6d
czworokata ABCD.

(585) Ramiona trapezu opisanego na okregu maja dtugosci 3 i 5. Odcinek laczacy
srodki ramion dzieli trapez na dwie figury, ktorych stosunek pol wynosi 5:11.
Oblicz dtugosci podstaw trapezu.

(586) W tréjkat réwnoboczny, ktorego bok ma diugosé 2, wpisano kwadrat tak, ze je-
den bok kwadratu zawiera si¢ w boku tréjkata, a dwa wierzchotki przeciwlegtego
boku kwadratu zawieraja sie w pozostatych bokach trojkata. Oblicz dtugosé boku
tego kwadratu.

(587) W prostokacie ABC'D, w ktérym stosunek dlugoséci bokéw AB i BC jest réwny
4:3, poprowadzono dwusieczne katow ADB i BDC'. Dwusieczne te przecinaja
boki AB i BC' odpowiednio w punktach K i M. Oblicz stosunek pola prostokata
ABCD do pola trojkata DK M.

(588) W tréjkat prostokatny o przyprostokatnych 4 i 12 wpisano kwadrat tak, ze dwa
boki kwadratu zawieraja sie w przyprostokatnych. Oblicz dtugos¢ boku tego
kwadratu.

(589) W tréjkacie prostokatnym wysoko$¢ opuszczona na przeciwprostokatng dzieli ja
na odcinki o dtugosciach 4 i 9. Oblicz dlugos¢ tej wysokosci.

(590) W tréjkacie dwie srodkowe maja dtugoséci odpowiednio 9 i 12. Srodkowe te sa
prostopadte. Oblicz obwdd tego tréjkata.

(591) Na okregu o promieniu 2 opisano trapez réwnoramienny o polu 20. Oblicz dtu-
gosci bokow tego trapezu.

(592) Ile wynosi miara kata wewnetrznego 15-kata foremnego?

(593) Miara kata wewnetrznego w n-kacie foremnym jest o 3° mniejsza, niz miara kata
wewnetrznego w (n + 4)-kacie foremnym. Oblicz n.

(594) Oblicz dlugoéé wysokosci rombu, ktérego przekatne maja dtugosei 30 i 40.

(595) W romb o boku dtugosci 4 i kacie ostrym 60° wpisano okrag. Oblicz pole pro-
stokata, ktorego wierzchotkami sg punkty stycznosci okregu z bokami rombu.
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(596) Na okregu o promieniu r opisano trapez prostokatny. Diugo$é¢ najkrétszego z
bokow tego trapezu wynosi gr. Oblicz pole trapezu.

(597) W trojkacie prostokatnym dlugosé promienia okregu wpisanego stanowi % dhu-
gosci promienia okregu opisanego na tym trojkacie. Oblicz sinus najmniejszego
kata w tym trojkacie.

(598) W tréjkacie ABC dane sa |AB| = 4v/3, |AC| = v/6 + /2 oraz |<BAC| = 15°.
Katy tréjkata DEF maja miary 30°,60° oraz 90°. Trojkaty ABC i DEF maja
rowne pola. Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat DEF'.

(599) Trapez réwnoramienny jest opisany na okregu. Suma dtugosci krotszej podstawy
i ramienia trapezu jest rowna 30. Wyraz pole tego trapezu jako funkcje dtugosci
jego ramienia. Wyznacz dziedzine tej funkcji.

(600) W tréjkacie réwnoramiennym ABC, w ktérym |AC| = |BC/|, poprowadzono
dwusieczna kata BAC, ktéra przecieta bok BC' w punkcie D oraz |CD| = 32 i
|BD| = 24. Oblicz dtugosé podstawy AB oraz dtugosci |AE| i |BE|, gdzie DE
jest wysokoscig tréjkata ABD.

(601) (MR 2006) Na okregu o promieniu r opisano trapez réwnoramienny ABCD o
dllﬁzcs;ej podstawie AB i kréotszej C'D. Punkt stycznoéci S dzieli ramie BC' tak,

ze 15B] = % Wyznacz dtugosé ramienia tego trapezu i oblicz kosinus |<C'BD).

(602) (MR 2007) Dany jest trojkat o bokach dlugoéei 1,2,2. Oblicz kosinus i sinus
kata lezacego naprzeciw najkrétszego boku tego tréjkata.
(603) (MR 2007) Na kole opisany jest romb. Stosunek pola kota do pola rombu wynosi

”T‘/g. Wyznacz miare kata ostrego rombu.

(604) (MR 2008) W tréjkacie prostokatnym ABC przyprostokatne maja dlugosei:
|BC| = 9, |CA| = 12. Na boku AB wybrano punkt D tak, ze odcinki BC i
C'D maja rowne dtugosci. Oblicz dtugosé odcinka AD.

(605) (MR 2011) Podstawa AB tréjkata réwnoramiennego ABC' ma dlugo$¢ 8 oraz
|<<BAC| = 30°. Oblicz dtugosé¢ srodkowej AD tego trojkata.

(606) (MR 2012) Dany jest prostokat ABCD, w ktérym |[AB| =a, BC =bia>b
Odcinek AFE jest wysokoscia trojkata DAB opuszczona na jego bok BD. Wyraz
pole trojkata AED za pomocg a i b.

(607) (MR 2013) Dany jest trojkat ABC, w ktérym |AC| =171 |BC| = 10 . Na boku
AB lezy punkt D taki, ze |AD| : |[DB| = 3 : 4 oraz |DC| = 10. Oblicz pole
trojkata ABC.

(608) (MR 2015) Dlugosci bokéw czworokata ABCD sa réwne: |AB| = 2,|BC| =
3,|CD| = 4,|DA| = 5. Na czworokacie ABC'D opisano okrag. Oblicz dtugosé
przekatnej AC tego czworokata.

(609) (MR 2019) Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC oraz |AC| = 16, |AD| =
6,|CD| = 14i|BC| = |BD|. Oblicz obwdd trojkata ABC.

(610) (MR 2020) W tréjkacie ABC bok AB jest 3 razy dluzszy od boku AC, a dtu-
gos¢ boku BC' stanowi % dhugosci boku AB. Oblicz kosinus najmniejszego kata
trojkata ABC.

(611) (MR 2021) Dany jest tréjkat prostokatny ABC. Promien okregu wpisanego w
ten trojkat jest pie¢ razy krétszy od przeciwprostokatnej tego tréjkata. Oblicz
sinus tego z katéw ostrych trojkata ABC, ktéry ma wicksza miare.

(612) (MRC 2012) W czworokacie ABC'D dane sa dtugosci bokéw: |AB| = 24,|CD| =
15, |AD| = 7. Ponadto katy DAB oraz BCD sa proste. Oblicz pole tego czwo-
rokata oraz dlugosci jego przekatnych.
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(613) (MRC 2013) W réwnolegtoboku ABC' D miara kata ostrego jest réwna 30°, a od-
legtosci punktu przeciecia sie przekatnych od sgsiednich bokéw réwnolegtoboku
sa réwne 2 i v/3. Oblicz dtugosé krétszej przekatnej tego réwnolegtoboku.

(614) (MRC 2014) W czworokat ABCD, w ktérym |AD| = 5v/3 i |CD| = 6, mozna
wpisaé okrag. Przekatna BD tworzy z bokiem AB czworokata kat o mierze 60° ,
natomiast z bokiem AD tworzy kat, ktorego sinus jest réwny %. Wyznacz dtugosci
bokéw AB i BC' oraz dtugos¢ przekatnej BD tego czworokata.

(615) (MRC 2015) W tréjkat prostokatny o przyprostokatnych dtugosci 15 1 20 wpisano
okrag. Oblicz dhugos¢ odcinka taczacego wierzchotek kata prostego tego tréjkata
z punktem wspolnym okregu i przeciwprostokatnej.

(616) (MRC 2016) W trapezie ABCD o podstawach AB i CD dane sa: |AD| =
6,|BC| = 12,|AC| = 10 oraz |<ABC| = |<CAD)| (zobacz rysunck).

A B

Oblicz dlugosé podstawy AB tego trapezu.

(617) (MRC 2016) W tréjkacie prostokatnym stosunek réznicy diugosci przyprosto-
katnych do dlugosci przeciwprostokatnej jest réwny % Oblicz kosinusy katow
ostrych tego trojkata.

(618) (MRC 2017) Trapez réwnoramienny ABC D o ramieniu dtugosci 6 wpisany jest
w okrag, przy czym dluzsza podstawa AB trapezu, o dtugosci 12, jest srednicg
tego okregu. Przekatne AC' i BD trapezu przecinaja sie w punkcie P. Oblicz
pole kota wpisanego w trojkat ABP.

(619) (MRC 2018) Trapez prostokatny ABCD o podstawach AB i C'D jest opisany
na okregu. Ramie BC ma dlugos¢ 10, a ramie AD jest wysoko$cig trapezu.
Podstawa AB jest 2 razy dhuzsza od podstawy C'D. Oblicz pole tego trapezu.

(620) (MRG 2013) Punkty M i L leza odpowiednio na bokach AB i AC tréjkata
ABC, przy czym zachodza réwnosci |M B| = 2|AM | oraz |LC| = 3|AL|. Punkt
S jest punktem przeciecia odcinkéw BL i C'M. Punkt K jest punktem przeciecia
polprostej AS z odcinkiem BC' (zobacz rysunek).

c

A M B

Pole tréjkata ABC' jest rowne 660. Oblicz pola trojkatow: AMS, ALS, BMS i
CLS.

(621) (MRG 2014) Dtugosci bokéw prostokata sa réwne 3 oraz 5. Oblicz sinus kata
ostrego, ktory tworza przekatne tego prostokata.
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(622) (MRL 2006) Tréjkat prostokatny ABC, w ktérym |<BCA| = 90° i |[<CAB| =
30°, jest opisany na okregu o promieniu /3. Oblicz odlegtoéé wierzchotka C
tréjkata od punktu stycznosci tego okregu z przeciwprostokatng.

(623) (MRM 2008) W czworokacie wypuklym ABCD dane sa: |AB| = 2,|BC| =
3,|CD| =3,|DA| =4.1|<DAB| = 60°. Oblicz pole tego czworokata.

(624) (MRM 2008) W tréjkacie réwnoramiennym ABC, w ktérym |AC| = |BC| wyso-
kosé C'E jest dwa razy dtuzsza od wysokos$ci AD (patrz rysunek). Oblicz kosinusy
wszystkich katow wewnetrznych trojkata ABC.

C

D

E E B

(625) (MRS 2010) Odcinek C'D jest zawarty w dwusiecznej kata AC'B trdojkata ABC.
Katy tréjkata ABC maja miary: |[<CAB| = 42° |<ABC| = 78°. Styczna do
okregu opisanego na tym tréjkacie w punkcie C' przecina prosta AB w punkcie
E (zobacz rysunek). Oblicz, ile stopni ma kazdy z katéw trojkata CDE.
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12. Dowody planimetryczne

1—cosy

2cosf3 to

(626) Wykaz, ze jezeli miedzy katami tréjkata zachodzi zaleznos$é cosa =
trojkat jest rownoramienny.

(627) Uzasadnij, ze w trapezie ABCD (AB || CD) dwusieczne katéw ABC i BCD
sg prostopadte.

(628) Punkt S jest srodkiem okregu wpisanego w trapez ABC'D (AB || CD). Wykaz,
ze trojkat SBC jest prostokatny

(629) W trapezie réwnoramiennym ABCD, gdzie AB || CD i |AB| > |CD| popro-
wadzono wysoko$¢é DE. W ten trapez mozna wpisa¢ okrag. Wykaz, ze |[AE|* +
|BD|?* = £k?, gdzie k jest obwodem trapezu ABCD.

(630) Dtuzsza podstawa trapezu prostokatnego ma dtugosé a, krétsza zas b. Wykaz, ze
odlegtosé punktu przeciecia przekatnych od krétszego ramienia jest réwna a‘fb.

(631) Odcinki AK i BL sa wysokoSciami trojkata ostrokatnego ABC, a punkt S jest
punktem ich przeciecia. Uzasadnij, ze na czworokacie C'L K .S mozna opisa¢ okrag
oraz wykaz, ze okregi opisane na trojkatach ABC i ABS maja promienie roéwnej
dhugosci.

(632) Punkt S jest srodkiem boku AD réwnolegtoboku ABC D. Odcinek BS przecina
przekatng AC' w punkcie P. Uzasadnij, ze pole trojkata APS jest 4 razy mniejsze
od pola tréjkata PBC.

(633) Na tréjkacie réwnobocznym ABC' opisano okrag. Na krétszym tuku AB tego
okregu zaznaczono punkt P. Wykaz, ze |AP| + |PB| = |PC|.

(634) Punkt D lezy na zewnatrz okregu o $rodku O. Prosta C'D jest styczna do tego
okregu w punkcie C', a inna prosta przechodzaca przez punkt D przecina ten
okrag w punktach A i B tak, ze |AD| > |BD|. Wykaz, ze jezeli |BC| = |BD], to
|AC| = |CD|.

(635) Na bokach AD i DC' kwadratu ABC'D obrano punkty P i @ w ten sposéb, ze
|PD| =2|AP| i |QC| = |QD|. Udowodnij, ze <APB = <BPQ.

(636) W rownolegtoboku ABC'D obrano na boku BC' punkt F. Prosta AF przecina
przekatng BD w punkcie E a prosta DC' w punkcie G. Udowodnij, ze |[AE|* =

(637) S jest punktem przeciecia sie przekatnych kwadratu ABCD o boku a, a E -
srodkiem boku AB. W trojkat DSC' wpisano kwadrat OPQR (odcinek OP
zawiera sie w odcinku C'D). Wykaz, ze pole kwadratu OPQR wynosi % oraz
oblicz sinus kata QFER.

(638) Wykaz, ze jezeli a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw tréjkata, to dtugosé srodkowej po-
prowadzonej do boku ¢ wynosi %\/ 2a? 4 2b% — ¢?

(639) Trapez réwnoramienny o podstawach a i b i ramieniu ¢ jest opisany na okregu
oraz wpisany w okrag o promieniu R. Wykaz, ze 2R = % gdzie d jest dtugoscia

przekatne]j trapezu a h jego wysokoscia oraz udowodnij, ze ab = ;5.

(640) (MR 2009) Dwa okregi o srodkach A i B sa styczne zewnetrznie i kazdy z nich
jest jednoczesnie styczny do ramion tego samego kata prostego (patrz rysunek).
Udowodnij, ze stosunek promienia wigkszego z tych okregéw do promienia mniej-
szego jest réwny 3 + 2v/2.
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(641) (MR 2013) Trapez réwnoramienny ABC'D o podstawach AB i C'D jest opisany
na okregu o promieniu r. Wykaz, ze 4r* = |AB| - |CD|.

(642) (MR 2014) Tréjkat ABC jest wpisany w okrag o $rodku S. Katy wewnetrzne
CAB, ABC' i BCA tego tréjkata sg rowne, odpowiednio, «, 2« i 4 . Wykaz, ze
trojkat ABC jest rozwartokatny i udowodnij, ze miary wypuktych katéow srod-
kowych ASB, ASC i BSC tworza w podanej kolejnosci ciag arytmetyczny.

(643) (MR 2015) Dwusieczne czworokata ABC'D wpisanego w okrag przecinaja sie w
czterech réznych punktach: P, @, R, S (zobacz rysunek).

Wykaz, ze na czworokacie PQQRS mozna opisa¢ okrag.

(644) (MR 2016) Dany jest prostokat ABCD. Okrag wpisany w trojkat BC'D jest
styczny do przekatnej BD w punkcie N. Okrag wpisany w trojkat ABD jest
styczny do boku AD w punkcie M, a $rodek S tego okregu lezy na odcinku
M N, jak na rysunku.

D c

N

M\S/ {
Wykaz, ze [MN| = |AD|.

(645) (MR 2017) W tréjkacie ostrokatnym ABC bok AB ma dlugoséé ¢, dtugosé boku

BC' jest rowna a oraz |[<ABC| = 8. Dwusieczna kata ABC' przecina bok AC
8

2ac cos 5

trojkata w punkcie E. Wykaz, ze dlugos¢ odcinka BE' jest réwna — ——=.

(646) (MR 2018) Tréjkat ABC jest ostrokatny oraz |AC| > |BC|. Dwusieczna d¢
kata ACB przecina bok AB w punkcie K. Punkt L jest obrazem punktu K w
symetrii osiowej wzgledem dwusiecznej d4 kata BAC, punkt M jest obrazem
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punktu L w symetrii osiowej wzgledem dwusiecznej do kata AC'B, a punkt N
jest obrazem punktu M w symetrii osiowej wzgledem dwusiecznej dg kata ABC
(zobacz rysunek).

A XK N B

Udowodnij, ze na czworokacie K N M L mozna opisaé okrag.

(647) (MR 2019) Dany jest tréjkat réwnoramienny ABC, w ktérym |AC| = |BC|
Na ramieniu AC' tego tréjkata wybrano punkt M (M # Ai M # (), a na
ramieniu BC' wybrano punkt N, w taki sposéb, ze |AM| = |C'N| . Przez punkty
M i N poprowadzono proste prostopadte do podstawy AB tego trojkata, ktére
wyznaczaja na niej punkty S i 7. Udowodnij, ze |ST| = 1|AB].

(648) (MR 2020) Dany jest trojkat réwnoramienny ABC, w ktérym |AC| = |BC| =6
, a punkt D jest srodkiem podstawy AB. Okrag o srodku D jest styczny do
prostej AC' w punkcie M. Punkt K lezy na boku AC, punkt L lezy na boku BC',
odcinek KL jest styczny do rozwazanego okregu oraz |KC| = |LC| = 2 (zobacz
rysunek).

[AM| __ 4

Wykaz, ze 3ic] = 5
(649) (MR 2021) Dany jest trojkat réwnoboczny ABC'. Na bokach AB i AC' wybrano
punkty — odpowiednio — D i E takie, ze |[BD| = |AE| = 3|AB|. Odcinki C'D i
BE przecinaja sie¢ w punkcie P (zobacz rysunek).
c

A D B

Wykaz, ze pole trojkata DBP jest 21 razy mniejsze od pola trojkata ABC.
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(650) (MRC 2014) Na przyprostokatnych AC' i BC' tréjkata prostokatnego ABC' zbu-
dowano, na zewnatrz trojkata, kwadraty ACDFE i BFGC. Odcinek AF przecina
przyprostokatng BC' w punkcie L, a odcinek BE przecina przyprostokatng AC
w punkcie K (zobacz rysunek). Udowodnij, ze |KC| = |LC.

(651) (MRC 2015) W trojkacie ABC kat wewnetrzny przy wierzchotku A ma miare
50°, a kat wewnetrzny przy wierzchotku C' ma miare 60°. Okrag o; przechodzi
przez punkt A i przecina boki AB i AC trdjkata odpowiednio w punktach D i
E. Okrag oy przechodzi przez punkt B, przecina okrag o; w punkcie D oraz w
punkcie F' lezacym wewnatrz trojkata ABC. Ponadto okrag o, przecina bok BC
trojkata w punkcie G.

Udowodnij, ze na czworokacie C'E'F'G' mozna opisa¢ okrag.

(652) (MRC 2017) Miary katow tréjkata ABC' sa réwne o = |<BAC|,B = |[<ABC| i
v = |<ACB]|. Punkt S jest srodkiem okregu wpisanego w ten trdjkat, a proste
zawierajace odcinki AS i BS przecinajg boki BC' i AC tego tréjkata w punktach
odpowiednio D i E (zobacz rysunek).

A
Wykaz, ze jezeli a + 8 = 27, to na czworokacie DC'E'S mozna opisaé¢ okrag.
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(653) (MRC 2018) W tréjkacie ABC kat BAC jest dwa razy wiekszy od kata ABC.
Wykaz, ze prawdziwa jest réwnosé¢ |BC|> — |AC|? = |AB| - |AC|.

(654) (MRG 2013) Punkty Py, Ps, P, ..., Py3, Pay dzicla okrag na 24 réwne tuki (zobacz
rysunek). Punkt A jest punktem przeciecia cieciw Pyj P i P Pyg.

P Pu P
Py Py

Pig Ps
P]H Ij[i
Py B

Pis p., Pu

Wykaz, ze <IP16AP11 = 60°.

(655) (MRG 2014) Wykaz, ze jezeli o, 3, sa katami wewnetrznymi tréjkata i sin? o+
sin? 8 < sin?#y, to cosy < 0.

(656) (MRG 2014) Punkt E jest $rodkiem boku BC' prostokata ABC'D, w ktérym
|AB| > |BC|. Punkt F lezy na boku C'D tego prostokata oraz <AEF = 90 * o.
Udowodnij, ze <BAE = <FAF.

(657) W prostokacie ABC'D punkt E dzieli bok C'D tak, ze |DE| = 2| EC| oraz |EC| =
|C'B|. Wykaz, ze o + 3 = 45°.

A B

D a E 3 C

(658) Dany jest kwadrat ABC'D o boku a. Punkt E jest srodkiem boku C'D, a punkt G
dzieli bok AB w stosunku |AG|: |GB| =1 : 3. Punkt H jest punktem przecigcia
sie odcinkéw AE i DG (zobacz rysunek).

D E C

Wykaz, ze |GH| = Y12,
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13. Geometria analityczna

(659) Wyznacz réwnanie prostej, ktéra przechodzi przez punkty A(3,—2) i B(7,6).

(660) Wyznacz rownanie prostej, ktora jest réwnolegta do prostej y = —3x + 11 i
przechodzi przez punkt A(6, —10).

(661) Wyznacz réwnanie prostej, ktora jest prostopadta do prostej y = —3x + 11 i
przechodzi przez punkt A(6, —10).

(662) Wyznacz réwnanie prostej, ktéra jest nachylona do osi OX pod katem 60° i
przechodzi przez punkt A(2v/3,7).

(663) Wyznacz wspélrzedne punktu A w ktérym przecinaja sie proste o réwnaniach
y=-—-3r+51iy=2x+15.

(664) Dla jakich wartosci m proste o rownaniach y = mz —3 iy = —2z +m przecinaja
sie w punkcie A o obu wspétrzednych dodatnich?

(665) Oblicz dlugoéé odcinka AB, jesli A(3,—4) a B(—2,8).

(666) Dla jakich wartosci  dtugo$¢ odcinka AB, gdzie A(x,2x — 3) oraz B(5,1), jest
réwna /177

(667) Na prostej y = 2z + 3 znajdz takie punkty, ktérych odleglosé od punktu A(4,1)
jest rowna 5.

(668) Wyznacz wspotrzedne $rodka odcinka AB, gdzie A(3,2) i B(—7,16).

(669) Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka AB, gdzie A(—1,5) oraz B(5,—7).

(670) Wyznacz wspdélrzedne punktu symetrycznego do punktu A(5,1) wzgledem pro-
stej o rownaniu y = 2x + 1.

(671) Podstawa AB trdjkata rownoramiennego zawiera sie¢ w prostej y = z + 1. Majac
dane A(0,1) oraz C(—1,4), oblicz wspotrzedne wierzchotka B.

(672) Dane sa wspétrzedne wierzchotkéw podstawy AB tréjkata réwnoramiennego
ABC: A(2,1) oraz B(8,3). Wyznacz wspéhrzedne wierzchotka C wiedzac, ze
jedno z ramion tego trojkata zawiera sie w prostej o réwnaniu 7x —y — 13 = 0.

(673) Oblicz odlegtos¢ punktu A(4, —6) od prostej y = 3z + 1.

(674) Oblicz pole tréjkata ABC majac dane A(2,2).B(6,6) oraz C(—2,8)

(675) Okrag o srodku w punkcie S(4,4) jest styczny do prostej o réwnaniu y = 2x — 9.
Oblicz promien tego okregu oraz wspotrzedne punktu stycznosci.

(676) Okrag o srodku w punkcie S(—3,2) jest styczny do prostej k w punkcie A(2,3).
Wyznacz réwnanie prostej k.

(677) Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkty A(8,—2) i B(0,—6),
ktorego érodek lezy na prostej o rownaniu 2z — 3y — 12 =0

(678) Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkt A(1,2) i stycznego do
obu osi uktadu wspotrzednych.

(679) Wyznacz réwnania tych stycznych do okregu o réwnaniu (z —3)?+ (y+5)? = 25,
ktére przechodza przez punkt A(—4, —4).

(680) Wyznacz takie wartosci b, dla ktérych prosta o réwnaniu y = 4z + b przecina
okrag o réwnaniu x? + y* = 17 w dwdéch réznych punktach.

(681) Dla jakich warto$ci m prosta o réwnaniu 3x + 4y + 3 — m = 0 jest styczna do
okregu o srodku w punkcie S(m,4) i promieniu r = 57

(682) Wyznacz réwnanie tej prostej przechodzacej przez punkt A = (4,2), ktére wraz
z dodatnimi poétosiami uktadu wspétrzednych tworza trojkat o polu 25.

(683) W tréjkacie réwnoramiennym ABC, gdzie |AC| = |BC| dane sa wspéirzedne
A(1,0) oraz B(7,1). Wysoko$é opuszczona na jedno z ramion tego trojkata za-
wiera sie w prostej o rownaniu x —y — 1 = 0. Wyznacz wspotrzedne wierzchotka

C.
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(684) Wierzcholek A tréjkata ABC ma wspoétrzedne (5, —2) a prosta k : 3z —2y —6 =
0 jest jego osia symetrii. Pole tego trojkata wynosi 26. Wyznacz wspoétrzedne
pozostatych wierzchotkéw tego trojkata.

(685) W kwadracie ABC'D dany jest wierzchotek A(6,4). Prosta y = 5z jest osig sy-
metrii tego kwadratu zawierajaca jego przekatna. Oblicz pozostate wspotrzedne
wierzchotkéw tego kwadratu.

(686) Punkty A(5,1) oraz B(—2,—3) sa kolejnymi wierzchotkami czworokata ABC D
wpisanego w okrag. Prosta y = %x jest jego osig symetrii. Oblicz wspélrzedne
pozostatych wierzchotkéw tego czworokata oraz jego pole.

(687) (MR 2008) Wykaz, ze kazdy punkt paraboli o réwnaniu y = $z* + 1 jest réwno-
odleglty od punktu A(0,2) i od osi OX

(688) (MR 2007) Wierzchotki tréjkata réwnobocznego ABC' sa punktami paraboli
y = —x? + 6x. Punkt C jest jej wierzchotkiem, a bok AB jest réwnolegty do osi
Ox.Sporzadz rysunek w uktadzie wspoétrzednych i wyznacz wspdtrzedne wierz-
chotkow tego trojkata.

(689) Punkty przecigcia paraboli y = —%x2 + 4x 7z osiag OX sa wierzchotkami dtuz-
szej podstawy AB trapezu rownoramiennego ABC'D. Wyznacz na tej paraboli
wspotrzedne punktéw C'i D tak, aby pole trapezu wynosito 36.

(690) Punkt A(—1,—1) jest wierzcholtkiem kata ostrego trdjkata prostokatnego ABC
opisanego na okregu o réwnaniu (x — 4)% + (y — 4)? = 5, przy czym wierzcho-
tek B kata prostego lezy blizej osi OX niz wierzchotek C. Oblicz wspotrzedne
wierzchotkéw B i C tego trojkata.

(691) Punkt C(1,3) jest wierzchotkiem tréjkata réwnoramiennego ABC, gdzie |AC| =
|BC|. Tréjkat ten jest opisany na okregu o $rodku w punkcie S(6, 3) i promieniu
r = 3. Oblicz wspétrzedne pozostatych wspotrzednych tego tréjkata oraz jego

pole.
(692) Dla jakich wartosci m réwnanie 22 + mxz +m + 3 = 0 ma 2 rézne rozwigzania
x1, T takie, ze punkt A(xy,z5) lezy na prostej o réwnaniu y = —x — 77

(693) Punkt A(4,5) jest wierzchotkiem rombu ABC'D, ktérego pole wynosi 120. Prze-
katna BD zawiera sie¢ w prostej o réwnaniu 3z + 4y — 7 = 0. Oblicz wspotrzedne
pozostatych wierzchotkow tego rombu.

(694) Punkt A(3,6) jest wierzchotkiem trdjkata réwnoramiennego ABC, gdzie |AB| =
|AC|. Pole tego tréjkata wynosi 240, a podstawa BC' zawiera si¢ w prostej o
rownaniu 5z + 12y 4+ 43 = 0. Oblicz obwdd tego trojkata.

(695) Dany jest okrag o réwnaniu (z — 3)> + (y — 2)®> = 4. Srodek pewnej cieciwy
tego okregu ma wspotrzedne P(4,1). Wyznacz réwnanie prostej zawierajacej te
cieciwe oraz jej dtugosé.

(696) Punkt A(4, —1) jest wierzchotkiem tréjkata réwnobocznego opisanego na okregu
o $rodku S(—4, 3). Wyznacz pozostale wspétrzedne tego tréjkata.

(697) W rombie ABCD przekatne przecinaja sie w punkcie S(2,—1). Dwa kolejne
wierzchotki rombu maja wspétrzedne A(m, —3) oraz B(m + 6,m — 5) gdzie m
jest liczba rzeczywista. Wyznacz wspotrzedne wierzchotkéw rombu, jego pole,
kosinus kata rozwartego oraz réwnanie okregu wpisanego w ten romb.

(698) Dana jest prosta o réwnaniu 3x — 4y + 5 = 0. Dla jakich dodatnich wartosci m
okrag o réwnaniu 22 + y? = m przecina te prostg w dwéch réznych punktach A
i B takich, ze dtugos$¢ odcinka AB jest rowna 67

(699) (MPL 2009) Dane sa punkty A(2,0) i B(12,0). Na prostej y = = wyznacz taki
punkt C, aby kat AC'B byt prosty.
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(700) Na paraboli y = x? —4 znajdZ takie punkty, ktérych odlegloéé od punktu Q(3,0)
wynosi 9.

(701) Wyznacz réwnania okregéw stycznych jednoczesnie do prostej bx — 12y + 60 =
0 oraz do obu osi uktadu wspotrzednych, lezacych w drugiej ¢wiartce uktadu
wspotrzednych.

(702) Prosta k : 3x — 4y + 25 = 0 zawiera Srednice AB okregu, przy czym obie wspo6l-
rzedne punktu B sa liczbami dodatnimi. Dtugosé tej srednicy wynosi 10. Punkt
A przeciecia tej prostej z prosta | : x —y + 8 = 0 nalezy do tego okregu, ponadto
prosta ta przecina okrag w punkcie C'. Wyznacz wspotrzedne punktu C'.

(703) Dany jest czworokat ABCD, gdzie A(7,1), B(5,5),C(2,6), D(—2,4). Wykaz, ze
na tym czworokacie mozna opisa¢ okrag.

(704) (MRS 2009) Jeden z konicow odcinka lezy na paraboli o réwnaniu y = z?, a
drugi na prostej o rownaniu y = 2z — 6. Wykaz, ze dtugosé¢ tego odcinka jest nie
mniejsza od V5.

(705) Srodek okregu przechodzacego przez punkty A(1,4) i B(—6,3) lezy na osi Ox.
Wyznacz rownanie tego okregu oraz wyznacz rownanie prostej prostopadlej do
prostej AB i oddalonej od poczatku uktadu wspélrzednych o /2.

(706) Dane sa punkty A(1, —3) i B(5,0) oraz parabola y = x?. Wyznacz na tej paraboli
taki punkt C, aby pole trojkata ABC' byto réwne 8.

A+ > +2y+1=0

—2*+y+4=0
sa wspoOtrzednymi wierzchotkow czworokata wypuktego ABC' D. Wyznacz wspot-
rzedne punktow: A, B, C, D, wykaz, ze czworokat ABC D jest trapezem rowno-
ramiennym oraz wyznacz réwnanie okregu opisanego na czworokacie ABCD.

(708) (MR 2009) W uktadzie wspdtrzednych narysuj okrag o réwnaniu (z + 2)% +
(y — 3)? = 4 oraz zaznacz punkt A(0,—1). Prosta o réwnaniu x = 0 jest jedna
ze stycznych do tego okregu przechodzacych przez punkt A. Wyznacz réwnanie
drugiej stycznej do tego okregu, przechodzacej przez punkt A.

(709) (MR 2011) Oblicz miare kata miedzy stycznymi do okregu (z+1)%+(y—1)> =5
poprowadzonymi przez punkt A = (2,0).

(710) (MR 2013) Prosta o réwnaniu 3z — 4y — 36 = 0 przecina okrag o $rodku S(3, 12)
w punktach A i B. Dlugosé odcinka AB jest rowna 40. Wyznacz réwnanie tego
okregu.

(711) (MR 2014) Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych funkcja kwa-
dratowa f(x) = 2? — (2m + 2)z + 2m + 5 ma dwa rézne pierwiastki 1, zo takie,
ze suma kwadratéw odlegtosci punktéw A(z1,0) i B(xs,0) od prostej o réwnaniu
xr+y+1=0 jest réwna 6.

(712) (MR 2014) Punkty A, B,C, D, E, F sa kolejnymi wierzchotkami szesciokata fo-
remnego, przy czym A(0,2v/3), B(2,0), a C lezy na osi Ox. Wyznacz réwnanie
stycznej do okregu opisanego na tym szesciokacie przechodzacej przez wierzcho-
tek E.

(713) (MR 2016) Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, dla ktérych wykresy funke;ji
f i g, okreslonych wzorami f(x) = x — 2 oraz g(z) = 5 — ax, przecinaja si¢ w
punkcie o obu wspoétrzednych dodatnich.

(714) (MR 2016) Punkty A(30,32) i B(0,8) sa sasiednimi wierzchotkami czworokata
ABCD wpisanego w okrag. Prosta o rownaniu x—y-+2 = 0 jest jedyng osig syme-
trii tego czworokata i zawiera przekatna AC. Oblicz wspotrzedne wierzchotkdw
C'i D tego czworokata.

(707) (MR 2005) Pary liczb (x, y) speliajace uktad réwnan:
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(715) (MR 2017) Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkty A(—5,3) i
B(0,6), ktérego érodek lezy na prostej o réwnaniu x — 3y + 1 = 0.

(716) (MR 2018) Punkt A(7,—1) jest wierzcholkiem tréjkata réwnoramiennego ABC,
w ktorym |AC| = |BC|. Obie wspo6trzedne wierzchotka C' sg liczbami ujemnymi.
Okrag wpisany w trojkat ABC ma réwnanie 22 + y? = 10. Oblicz wspéirzedne
wierzchotkéw B i C' tego trojkata.

(717) (MR 2021) Prosta przechodzaca przez punkty A(8,—6) i B(5,15) jest styczna
do okregu o $rodku w punkcie O(0,0). Oblicz promien tego okregu i wspéhrzedne
punktu stycznosci tego okregu z prosta AB.

(718) (MR 2021) Dane sa parabola o réwnaniu y = x? oraz punkty A(0,2) i B(1,3)
(zobacz rysunek). Rozpatrujemy wszystkie trojkaty ABC|, ktérych wierzchotek C
lezy na tej paraboli. Niech m oznacza pierwsza wspotrzedna punktu C. Wyznacz
pole P tréjkata ABC' jako funkcje zmiennej m. Wyznacz wszystkie wartoéci m,
dla ktérych tréjkat ABC jest ostrokatny.

r
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(719) (MRC 2012) Okrag jest styczny do osi uktadu wspétrzednych w punktach A(0, 2)iB(2,0)
oraz jest styczny do prostej [ w punkcie C(1,a), gdzie a > 1. Wyznacz réwnanie
prostej (.

(720) (MRC 2013) Punkty A(2,0) i B(4,2) leza na okregu o réwnaniu (z — 1)? + (y —
3)? = 10. Wyznacz na tym okregu taki punkt C, aby tréjkat ABC byt tréjkatem
rownoramiennym o podstawie AB.

(721) (MRC 2014) Odcinek AB o dtugosci 4 jest zawarty w prostej o rownaniu y = %x—
%. Symetralna odcinka AB przecina 0§ Oy w punkcie P(0,6). Oblicz wspéhrzedne
koncéw odcinka AB.

(722) (MRC 2015) Prosta o réwnaniu y = %x — % jest styczna od okregu o $rodku
S(1,—4). Wyznacz promien tego okregu.

(723) (MRC 2016) Punkty A(—7,—2) i B(4,—7) sa wierzchotkami podstawy tréjkata
rownoramiennego ABC, a wysoko$¢ opuszczona z wierzchotka A tego trojkata
zawiera sie w prostej o réwnaniu 2z 4+ 19y + 52 = (. Oblicz wspolrzedne wierz-
chotka C'.

(724) (MRC 2017) Prosta [, na ktérej lezy punkt P(8,2), tworzy z dodatnimi p6tosiami
uktadu wspoétrzednych tréjkat prostokatny o polu réwnym 36. Wyznacz réwnanie
prostej [.

(725) (MRC 2018) Wierzchotki A i B tréjkata prostokatnego ABC leza na osi Oy ukta-
du wspétrzednych. Okrag wpisany w ten tréjkat jest styczny do bokéw AB, BC'i
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C'A w punktach — odpowiednio — P(0,10), Q(8,6) i R(9,13). Oblicz wspdirzedne
wierzchotkéw A, B i C' tego trojkata.

(726) (MRM 2008) Wiadomo, ze okrag jest styczny do prostej o réwnaniu y = 2x—3 w
punkcie A(2,1) i styczny do prostej o réwnaniu y = %x + 9 w punkcie B(—4,7).
Oblicz promien tego okregu.

(727) (MRG 2013) Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych prosta o
réwnaniu y = mz + (2m + 3) ma dokladnie dwa punkty wspélne z okregiem o
srodku w punkcie S(0,0) i promieniu r = 3.

(728) (MRL 2006) Podstawa AB trapezu ABC'D jest zawarta w osi Ox, wierzchotek D
jest punktem przeciecia paraboli o réwnaniu y = —éx2+x+6 z osig Oy. Pozostate

wierzchotki trapezu réwniez leza na tej paraboli (patrz rysunek). Oblicz pole tego

trapezu.
YA

=y

(729) (MRS 2006) Punkty A(7,8) i B(—1,2) sa wierzchotkami tréjkata ABC, w kté-
rym |<<BCA| = 90°. Wyznacz wspdlrzedne wierzchotka C' wiedzac, ze lezy on na
osi OX.

(730) (MRS 2010) Punkt A(2, —3) jest wierzchotkiem rombu ABCD o polu réwnym
300. Punkt S(3,4) jest srodkiem symetrii tego rombu. Wyznacz wspétrzedne
pozostalych wierzchotkéw tego rombu.

(731) Dane sa punkty A(2,4) i B(14, —1). Wyznacz wspdtrzedne wektora AB i oblicz
jego dhugosc.

(732) Wiedzac, ze B(3,—2), BC = [4, —1], oraz AB = 4, 3], oblicz wspotrzedne punk-
tow AiC.

(733) Wykaz, ze wykresy funkcji f(z) = 2? — 5z + 7 i g(xr) = z — 1 przecinaja si¢ w
punktach A(2,1) i B(4,3), wyznacz wspéhrzedne wektora AB oraz dlugo$é tego
wektora. . .

(734) Czworokat ABCD jest réwnolegtobokiem takim, ze BD = [-21,—7] i DC =
[15,8]. Oblicz pole tego réwnolegtoboku.

(735) Wyznacz wspdlrzedne punktéw przeciecia sie prostej 2z + 3y — 6 = 0 z okregiem
o §rodku S(3,5) i promieniu r = 5.

(736) Wyznacz wspoétrzedne punktow przeciecia sie okregu oy o $rodku Si(1,2) i pro-
mieniu r; = 5 z okregiem o, o $rodku Sy(—1,6) i promieniu 7y = /5.

(737) Wyznacz wspéhrzedne punktéw przeciecia sie okregu o o érodku S(1,2) i pro-
mieniu r; = 5 z parabola o réwnaniu y = (z + 2)% — 2.

(738) Dany jest trojkat ABC, gdzie A(0,0), B(30,0),C(6,8). Wyznacz wspdirzedne
punktu przeciecia si¢ dwusiecznej kata BAC' z prosta BC.

(739) Oblicz tangens kata ostrego, pod ktérym przecinaja sie proste y = 2x + 3 i
y=4x — 1.
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14. Stereometria

(740) Przekatna sze$cianu jest o 2 dtuzsza od krawedzi tego szeScianu. Oblicz sume
dhugosci wszystkich krawedzi tego szescianu.

(741) Przekatna graniastostupa prawidlowego czworokatnego ma dtugosé 2v/6 i jest
nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 30°. Oblicz objetos¢ tego grania-
stostupa.

(742) W graniastostupie prawidlowym tréjkatnym przekatna Sciany bocznej jest 3 razy
dhuzsza od wysokosci tego graniastostupa, a objeto$é tego graniastostupa wynosi
164/3. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.

(743) Krawedz boczna ostrostupa prawidtowego czworokatnego ma diugosé 10 i jest
nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem, ktoérego tangens wynosi %. Oblicz
objetos¢ tego ostrostupa.

(744) Sciany boczne ostrostupa prawidlowego tréjkatnego sq tréjkatami réwnoramien-
nymi, w ktérych podstawa ma dtugo$é 12, a ramiona 13. Oblicz objetos¢ tego
ostrostupa.

(745) Wysoko$¢ graniastostupa prawidlowego czworokatnego ma dtugosé H, a kat mie-
dzy przekatna tego graniastostupa a krawedzig podstawy miare . Wyznacz ob-
jetos¢ tego graniastostupa.

(746) Podstawa ostrostupa ABC'S jest trojkat prostokatny, w ktérym przyprostokat-
ne maja dtugosci |AC| = 3 i |AB| = 4, a krawedZ AS jest wysokoscia tego
ostrostupa. Wiedzac takze, ze pole tréjkata BC'S wynosi 10, oblicz objetosé tego
ostrostupa.

(747) Pole podstawy ostrostupa prawidtowego tréjkatnego wynosi 48v/3, a odlegloéé
srodka wysokosci tego ostrostupa od $ciany bocznej jest réwna 1. Oblicz objetos¢
tego ostrostupa.

(748) Tangens kata nachylenia przekatnej graniastostupa prawidtowego czworokatnego
do plaszczyzny podstawy wynosi 2, a przekatna $ciany bocznej ma dtugoéé 3v/2.
Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.

(749) W ostrostupie trojkatnym krawedzie podstawy maja odpowiednio dtugosci 50,
78 1 112. Kazda krawedz boczna tego ostrostupa ma dtugosé 169. Oblicz objetosé
tego ostrostupa.

(750) Kazda wysokos$é Sciany bocznej ostrostupa tréjkatnego ma dtugosé 5, a podstawa
tego ostrostupa jest tréjkat rownoramienny, ktérego podstawa ma dltugosé 12, a
ramiona 10. Oblicz objetos$¢ tego ostrostupa.

(751) Objeto$¢ graniastoshupa prawidlowego tréjkatnego wynosi 2v/6, a kat nachylenia
przekatnej $ciany bocznej do sasiedniej Sciany bocznej ma miare 30°. Oblicz
dhugos¢ krawedzi podstawy tego graniastostupa.

(752) Kosinus kata miedzy dwiema przekatnymi $cian bocznych graniastostupa prawi-
dlowego tréjkatnego, wychodzacymi z tego samego wierzchotka, jest r()wny;%, a
wysoko$¢ tego graniastostupa ma dtugos$é 4. Oblicz objeto$¢ graniastostupa.

(753) Dtuzsza przekatna graniastostupa prawidlowego sze$ciokatnego jest nachylona
do ptaszczyzny podstawy pod katem 45°, a kréotsza przekatna tego graniastostupa
ma dtugoéé /7. Oblicz objetosé¢ tego graniastostupa.

(754) Oblicz objetosé czworoscianu ABC' D, w ktérym |AB| = |BC| = |AC| = |CD| =
2 oraz |AD| = |BD| = /5.

(755) Objetosé graniastostupa prawidtowego tréjkatnego jest réwna % a kosinus kata
miedzy przekatnymi Scian boczych wychodzacymi z tego samego wierzchotka
wynosi %. Oblicz dtugosé krawedzi podstawy tego graniastoshupa.
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(756) Podstawa ostroshupa jest romb, ktérego bok ma dtugosé 5, a krétsza przekatna
dtugo$¢ 6. Kazda ze Scian bocznych tworzy z plaszczyzna podstawy kat 45°.
Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

(757) Podstawa graniastostupa prostego o objetosci 160 jest trapez réwnoramienny, w
ktéro mozna wpisa¢ okrag. Wiedzac, ze dtuzsza podstawa tego trapezu jest 4
razy dtuzsza od krotszej podstawy oraz réwna wysokosci tego graniastostupa,
oblicz obwod podstawy tego graniastostupa.

(758) Oblicz objetoéé czworoécianu ABC' D, w ktérym |C'D|=10, a pozostate krawedzie
majg dtugosé 12.

(759) Podstawa ostrostupa ABC'DS jest romb ABCD, przy czym spodek wysoko-
Sci ostrostupa jest punktem przeciecia sie przekatnych tego rombu. Majac dane
|AS| = |CS| = V41 oraz |BS| = |DS| = /34 oraz obwéd rombu = 20, oblicz
objetos$¢ tego ostrostupa oraz tangens kata nachylenia $ciany bocznej do plasz-
czyzny podstawy.

(760) W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz boczna ma dtugos$c¢ 5, a ko-
sinus kata nachylenia Sciany bocznej do ptaszczyzny podstawy wynosi %. Oblicz
objetos¢ tego ostrostupa.

(761) W ostrostupie prawidlowym trojkatnym wysokosé $ciany bocznej ma diugosé
@, a krawedz boczna jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 45°.
Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

(762) Objetosé ostrostupa prawidtowego czworokatnego wynosi 6, a krawedZ boczna
jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°. Oblicz wysokosé Sciany
bocznej tego ostrostupa.

(763) Pole podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego wynosi 100, a kosinus
kata miedzy dwiema sasiednimi Scianami bocznymi wynosi —1%. Oblicz objetosé
tego ostrostupa.

(764) (MR 2009) Dany jest ostrostup prawidlowy tréjkatny, w ktérym krawedz pod-
stawy ma dtugo$¢ a i krawedz boczna jest od niej dwa razy dhuzsza. Oblicz
kosinus kata miedzy krawedzig boczng i krawedzia podstawy ostrostupa. Na-
rysuj przekrdj ostrostupa ptaszezyzna przechodzaca przez krawedz podstawy i
srodek przeciwlegtej krawedzi bocznej i oblicz pole tego przekroju.

(765) (MRS 2009) Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny, w ktérym wszyst-
kie krawedzie maja rowna dtugosé. Oblicz kosinus kata utworzonego przez dwie
sasiednie Sciany boczne tego ostrostupa.

(766) Podstawa graniastostupa ABCDA'B'C'D’ jest prostokat ABC'D. Majac dane
|A'B| = 5,|C'B| = 8, |<A’BC"| = 60° oblicz objeto$¢ tego graniastostupa.

(767) (MR 2005) Szescian o krawedzi dtugosci a przecieto plaszczyzng przechodzaca
przez przekatna podstawy i nachylong do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°.
Sporzadz odpowiedni rysunek. Oblicz pole otrzymanego przekroju.

(768) (MR 2008) W ostrostupie prawidtowym czworokatnym dane sa: H — wysokosé
ostrostupa oraz o — miara kata utworzonego przez krawedz boczng i krawedz
podstawy (45° < a < 90°). (zobacz rysunek). Wykaz, ze objetosé V tego ostro-

4 H3

stupa jest rowna 3 - a1l
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(769) (MR 2011) Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny ABCDS o podstawie
ABCD. W tréjkacie réwnoramiennym ASC' stosunek dhugosci podstawy do dtu-
gosci ramienia jest réwny |AC| : |AS| = 6 : 5. Oblicz sinus kata nachylenia Sciany
bocznej do ptaszczyzny podstawy.

(770) (MR 2012) Podstawa ostrostupa ABC'S jest trojkat réwnoramienny ABC'. Kra-
wedz AS jest wysokodcig ostrostupa oraz |[AS| = 8v/210,|BS| = 118,|CS| = 131,
Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

(771) (MR 2013) W ostrostupie ABC'S podstawa ABC' jest tréjkatem réwnobocz-
nym o boku dtugosci a. Krawedz AS jest prostopadia do ptaszczyzny podstawy.
Odlegtosé wierzchotka A od Sciany BC'S jest réwna d. Wyznacz objeto$é tego
ostrostupa.

(772) (MR 2014) Oblicz objetos¢ ostrostupa trojkatnego ABC'S, ktérego siatka zostata
przedstawiona na rysunku.

(773) (MR 2015) Podstawa ostrostupa ABC' DS jest kwadrat ABC' D. Krawedz boczna
SD jest wysokosScig ostrostupa, a jej dtugosé jest dwa razy wieksza od dtugosci
krawedzi podstawy. Oblicz sinus kata miedzy Scianami bocznymi ABS i C'BS
tego ostrostupa.

(774) (MR 2016) W ostrostupie prawidlowym czworokatnym ABCDS o podstawie
ABC'D wysokos¢ jest réwna 5, a kat miedzy sgsiednimi Scianami bocznymi ostro-
stupa ma miare 120°. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

(775) (MR 2020) Podstawa ostrostupa czworokatnego ABC'DS jest trapez ABCD
(AB || CD). Ramiona tego trapezu maja dtugosci |AD| = 10 i |BC| = 16, a
miara kata ABC' jest réwna 30°. Kazda $ciana boczna tego ostrostupa tworzy z
plaszczyzng podstawy kat o taki, ze tga = %. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

(776) (MRC 2012) Podstawa ostrostupa ABCS jest tréjkat réownoramienny ABC, w
ktérym |AB| = 30, |BC| = |AC| = 39 i spodek wysokosci ostrostupa nalezy do
jego podstawy. Kazda wysoko$é¢ Sciany bocznej poprowadzona z wierzchotka S
ma dlugosé¢ 26. Oblicz objeto$é¢ tego ostrostupa.
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(777) (MRC 2013) Podstawsa ostrostupa prawidtowego tréjkatnego ABC'S jest tréjkat
ABC'. Kat nachylenia krawedzi bocznej AS do ptaszczyzny podstawy ostrostupa
jest réwny katowi miedzy krawedziami bocznymi AS i BS zawartymi w $cianie
bocznej ASB tego ostrostupa (zob. rysunek). Oblicz kosinus tego kata.

s,

A

(778) (MRC 2014) Podstaws, ostrostupa jest kwadrat ABC'D o boku dhugosci 25. Scia-
ny boczne ABS i BC'S maja takie same pola, kazde réwne 250. Sciany boczne
ADS i C'DS tez maja jednakowe pola, kazde rowne 187,5. Krawedzie boczne AS
i C'S maja rowne dlugosci. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

(779) (MRC 2015) Podstawa ostrostupa ABC'DS jest trapez ABCD. Przekatna AC
tego trapezu ma dtugosé¢ 8v/3, jest prostopadta do ramienia BC' i tworzy z dtuz-
sza podstawa AB tego trapezu kat o mierze 30°. Kazda krawedz boczna tego
ostrostupa ma te sama dlugosé 41/5. Oblicz odlegloéé spodka wysokosci tego
ostrostupa od jego krawedzi bocznej SD.

(780) (MRC 2016) W ostrostupie prawidlowym czworokatnym wszystkie krawedzie
maja jednakowa dtugo$é¢. Oblicz kosinus kata nachylenia Sciany bocznej do plasz-
czyzny podstawy tego ostrostupa.

(781) (MRG 2013) W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz podstawy ma
dtugos¢ a. Kat miedzy krawedzia boczna, a krawedzia podstawy ma miare o >
45°(zobacz rysunek). Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

(782) (MRM 2008) W graniastostupie prawidtowym szesciokatnym ptaszczyzna ABC
zawierajaca przekatne sasiednich $cian bocznych, wychodzacych z tego samego
wierzchotka, jest nachylona do podstawy graniastostupa pod katem o = 60°. Pole
przekroju graniastostupa ta plaszczyzna réwna sie 8v/3. Zaznacz na ponizszym
rysunku kat a. Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.
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(783) (MRS 2006) Dany jest ostrostup prawidtowy tréjkatny, w ktérym dtugosé krawe-
dzi podstawy jest rowna a. Kat miedzy krawedzig boczng i krawedzig podstawy
ma miare 45°. Ostrostup przecigto ptaszczyzna przechodzaca przez krawedz pod-
stawy i srodek przeciwlegtej jej krawedzi bocznej. Sporzadz rysunek ostrostupa
i zaznacz otrzymany przekréj. Oblicz pole tego przekroju.

(784) (MRS 2010) Objetos¢ graniastoshupa prawidtowego tréjkatnego jest réwna 12+/3,
a pole powierzchni bocznej tego graniastostupa jest rowne 36. Oblicz sinus kata,
jaki tworzy przekatna $ciany bocznej z sasiedniag Sciang boczna.

(785) Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny ABCDS o podstawie ABC'D. Ma-
jac |AB| = 8V/2 oraz, ze wysokoéé tego ostrostupa jest réwna 3. Oblicz pole
trojkata M NS, gdzie M i N sa odpowiednio érodkami bokéw BC' i C'D.

(786) Szeécian o boku dtugosci /6 przecieto plaszezyzna przechodzaca przez przekatng
jego podstawy i nachylong do ptaszczyzny podstawy pod katem 30°. Oblicz pole
powstatego przekroju.

(787) Dany jest szeScian JHLNEIMG o boku dtugosci 2. Punkt K jest punktem
przeciecia sie przekatnych $ciany bocznej JHIE (zobacz rysunek). Oblicz pole
trojkata JK L.

G

47



15. Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa

(788) W pewnej klasie nauczyciel zadat do domu 10 zadar, z ktérych kazde miato po 3
podpunkty oraz 5 zadan, z ktorych kazde miato po 4 podpunkty. Ile podpunktow
tacznie byto zadane?

(789) Ile jest liczb 3-cyfrowych o cyfrach ze zbioru {1,2,3,4, 5} takich, ze cyfry moga
sie powtarzac?

(790) Rzucamy trzykrotnie symetryczna szescienna kostka do gry. Ile jest réznych moz-
liwych wynikéw?

(791) Tle jest liczb 3-cyfrowych o cyfrach ze zbioru {1,2,3,4,5} takich, ze cyfry nie
mogg sie powtarzac?

(792) Rzucamy trzykrotnie symetryczna sze$cienna kostka do gry. Ile jest réznych moz-
liwych wynikéw takich, ze liczba oczek w kolejnych rzutach sie nie powtarza?

(793) Ile jest liczb pieciocyfrowych, w ktérych kazda z cyfr 1,2,3,4 i 5 wystepuje do-
ktadnie jeden raz?

(794) Na ile sposobéw mozna ustawi¢ w kolejce 6 0s6b?

(795) Ile jest liczb T-cyfrowych zlozonych wylacznie z cyfr 1 i 2 przy czym cyfra 1
wystepuje doktadnie trzy razy?

(796) Na ile sposobéw z T-osobowej grupy oséb mozna wybraé¢ 3-osobowa druzyne?

(797) Tle jest liczb 6- cyfrowych, w ktérych nie wystepuje zero a wystepuja doktadnie
dwie dwojki i doktadnie trzy trojki?

(798) Ile jest liczb 8-cyfrowych o wszystkich cyfrach parzystych?

(799) (MR 2011) Ile jest liczb 8-cyfrowych w ktorych nie wystepuje zero, wystepuja
doktadnie dwie dwojki i doktadnie trzy trojki?

(800) Ile jest liczb 8-cyfrowych w ktérych wystepuja doktadnie 4 zera, a pozostate cyfry
sg nieparzyste i rézne?

(801) Tle jest liczb 8-cyfrowych w ktérych wystepuje doktadnie pie¢ tréjek a reszta to
cyfry parzyste?

(802) Tle jest liczb 8-cyfrowych w ktérych suma cyfr wynosi 47

(803) Ile jest liczb 8-cyfrowych w ktérych iloczyn cyfr wynosi 127

(804) Ile jest liczb 8-cyfrowych w ktérych iloczyn cyfr wynosi 07

(805) Ile jest liczb 4-cyfrowych, w ktérych cyfra tysiecy jest parzysta, a iloczyn pozo-
stalych cyfr wynosi 97

(806) Ile jest liczb trzycyfrowych podzielnych przez 12 i jednoczesnie niepodzielnych
przez 187

(807) Rozpatrujemy wszystkie naturalne liczby dziewieciocyfrowe w ktérych moga wy-
stepowac jedynie cyfry 1,2,3. Ile mozna utworzy¢ takich liczb, w ktérych cyfra 1
wystepuje doktadnie 5 razy?

(808) Rzucamy trzema symetrycznymi szeSciennymi kostkami. Oblicz prawdopodo-
bienstwo, ze na zadnej kostce nie wypadnie szostka.

(809) Rzucamy trzema symetrycznymi szeSciennymi kostkami. Oblicz prawdopodo-
bienstwo, ze na co najmniej jednej kostce wypadnie szostka.

(810) Rzucamy trzema symetrycznymi szeSciennymi kostkami. Oblicz prawdopodo-
bienstwo, ze na doktadnie jednej kostce wypadnie szostka.

(811) Rzucamy trzema symetrycznymi sze$ciennymi kostkami. Oblicz prawdopodo-
bienstwo, ze iloczyn oczek wyniesie 24.

(812) Rzucamy trzema symetrycznymi szesciennymi kostkami. Oblicz prawdopodo-
bienstwo, ze iloczyn oczek bedzie podzielny przez 4.
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(813) Rzucamy trzema symetrycznymi sze$ciennymi kostkami. Oblicz prawdopodo-
bienstwo, ze iloczyn oczek bedzie podzielny przez 72.

(814) W pudetlku jest 5 kul bialych i 3 czarne. Losujemy kolejno dwie kule ze zwraca-
niem. Oblicz prawdopodobienistwo, ze obie beda biate.

(815) W pudelku jest 5 kul bialych i 3 czarne. Losujemy kolejno dwie kule ze zwraca-
niem. Oblicz prawdopodobienstwo, ze kule beda réznych koloréw.

(816) W pudetku jest 5 kul biatych i 3 czarne. Losujemy jednocze$nie dwie kule. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze obie beda biate.

(817) W pudetku jest 5 kul biatych i 3 czarne. Losujemy jednoczeénie dwie kule. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze kule beda réznych kolorow.

(818) W pudetku sa 3 kule biate, 4 czarne i 5 czerwonych. Jakie jest prawdopodobieni-
stwo, ze przy jednoczesnym losowaniu trzech kul dwie kule beda czarne, a jedna
czerwona?

(819) W pudetku sa 3 kule biate, 4 czarne i 5 czerwonych. Jakie jest prawdopodobien-
stwo, ze przy jednoczesnym losowaniu trzech kul zadna kula nie bedzie biata?

(820) W pudelku sa 3 kule biate, 4 czarne i 5 czerwonych. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze przy jednoczesnym losowaniu trzech kul kazda kula bedzie innego
koloru?

(821) W pudetku sa 3 kule biate, 4 czarne i 5 czerwonych. Jakie jest prawdopodobieni-
stwo, ze przy jednoczesnym losowaniu trzech kul wszystkie kule beda jednako-
wego koloru?

(822) W pudetku sa 3 kule biate. Ile trzeba dotozy¢ kul czarnych, aby przy jednocze-
snym losowaniu dwoch kul prawdopodobienstwo wylosowania dwoch kul czar-
nych wynosito %?

(823) W Kklasie jest 2 razy wiecej chtopcéw niz dziewczat. Ilu jest chtopcéw jesli wiado-
mo, ze przy losowym wyborze 2 oséb prawdopodobienstwo wylosowania 2 oséb
roznej plci jest o % wigksze niz prawdopodobienstwo wylosowania 2 chtopcéw?

(824) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze przy czterokrotnym rzucie symetryczna sze-
Scienng kostka otrzymamy tyle samo jedynek, co szostek?

(825) Ile kul czarnych trzeba dorzuci¢ do pudetka zawierajacego jedynie 3 kule biale,
aby przy jednoczesnym losowaniu dwoch kul prawdopodobienstwo wylosowania
obu kul czarnych byto nie mniejsze niz 1—75?

(826) Rzucamy symetryczng sze$cienna kostka. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wy-
padnie parzysta liczba oczek pod warunkiem, ze wypadna co najmniej 4 oczka.

(827) Rzucamy dwiema symetrycznymi szesciennymi kostkami. Oblicz prawdopodo-
bienstwo, ze suma oczek na obu kostkach jest wieksza niz 8 pod warunkiem, ze
wypadta co najmniej jedna széstka.

(828) Ze zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8} losujemy kolejno dwie rézne liczby. Oblicz praw-
dopodobienstwo, ze druga jest parzysta pod warunkiem, ze pierwsza byta nie
wieksza niz 3.

(829) Ze zbioru wszystkich liczb czterocyfrowych losujemy jedna. Oblicz prawdopodo-
bienstwo, ze cyfra tysiecy tej liczby jest jedynka pod warunkiem, ze suma cyfr
tej liczby jest réwna 3.

(830) W pierwszej norze sa trzy szczury rézowe i 7 zielonych. W drugiej - 4 rézowe i 6
zielonych, a w trzeciej - 5 r6zowych i 5 zielonych. Losowo otwieramy jedng nore i
z niej wybiega szczur. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze szczur bedzie réozowy?

(831) W pudelku sg 2 kule biate i 3 czarne. Losujemy jedna kule, zwracamy ja do
pudetka i doktadamy do niego jeszcze 5 kul tego samego koloru, co wylosowana.
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Losujemy jedna kule ponownie. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze teraz wylo-
sujemy kule biatg?

(832) W pudetku jest 7 kul biatych i 3 czarne. Losujemy jedna kule, zwracamy ja do
pudetka i doktadamy do niego jeszcze 5 kul tego samego koloru, co wylosowa-
na. Losujemy teraz trzy kule. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wszystkie trzy
wylosowane kule beda biate?

(833) Dane sa zbiory liczb A = {1,2,3} oraz B = {4,5,6}. Wybieramy losowo jedna
liczbe ze zbioru A i przektadamy ja do zbioru B, a nastepnie losowo wybieramy
liczbe ze zbioru B i przektadamy ja do zbioru A. Oblicz prawdopodobienstwo,
ze po tych dwéch operacjach liczby 11 6 beda w tym samym zbiorze.

(834) Tle jest liczb osmiocyfrowych, w ktérych wystepuja doktadnie trzy zera i doktad-
nie trzy trojki?

(835) Ile jest liczb oSmiocyfrowych, w ktérych wystepuja doktadnie trzy tréjki i do-
ktadnie trzy cyfry parzyste?

(836) Ile jest liczb pieciocyfrowych, w ktérych wystepuje co najmniej jedna ésemka?

(837) Ile jest liczb pieciocyfrowych, w ktérych wystepuja co najwyzej dwie 6semki?

(838) Ile jest liczb pieciocyfrowych, w ktérych wystepuje co najmniej jedno zero?

(839) Tle jest liczb pieciocyfrowych, w ktérych wystepuja co najwyzej dwa zera?

(840) Tle jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktérych wystepuja doktadnie trzy zera, do-
ktadnie jedna czwérka a pozostate cyfry sa nie wieksze niz 37

(841) Rozpatrujemy wszystkie liczby czterocyfrowe, w ktérych kazda cyfra jest parzy-
sta. Oblicz sume tych liczb.

(842) Ile jest pieciocyfrowych liczb o iloczynie cyfr réwnym 87

(843) Sposréd wszystkich liczb 5-cyfrowych losujemy jedna. Oblicz prawdopodobien-
stwo, ze w tej liczbie nie wystepuje cyfra 2 pod warunkiem, ze suma wszystkich
cyfr wynosi 3.

(844) Rzucamy 1 raz szescienng kostka. Jesli wypadnie jedno oczko - losujemy 4 kule
z urny zawierajacej 4 kule biale i 6 czarnych. Jesli wypadnie inna liczba oczek -
losujemy 4 kule z urny zawierajacej 7 biatych kul i 3 czarne. Oblicz prawdopo-
dobienstwo, ze sposréd tych 4 kul doktadnie dwie beda biate.

(845) Ile jest liczb czterocyfrowych, w ktérych wystepuja co najwyzej dwie cyfry pa-
rzyste?

(846) (MR 2008) Z pewnej grupy oséb, w ktorej jest dwa razy wiecej mezczyzn niz
kobiet, wybrano losowo dwuosobowa delegacje. Prawdopodobienstwo tego, ze w
delegacji znajda sie tylko kobiety jest réwne 0, 1. Oblicz, ile kobiet i ilu mezczyzn
jest w tej grupie.

(847) (MR 2009) W urnie znajduja sie jedynie kule biate i czarne. Kul biatych jest trzy
razy wiecej niz czarnych. Oblicz, ile jest kul w urnie, jesli przy jednoczesnym
losowaniu dwoch kul prawdopodobienstwo otrzymania kul o réznych kolorach
jest wieksze od %.

(848) Ze wszystkich liczb trzycyfrowych dodatnich losujemy jedna. Oblicz prawdopo-
dobienstwo, ze bedzie ona podzielna przez 12 jezeli wiadomo, ze jest podzielna
przez 15.

(849) Rzucamy pieciokrotnie symetryczna moneta. Oblicz prawdopodobienstwo, ze
reszka wypadnie doktadnie dwa razy.

(850) Rzucamy pieciokrotnie symetryczna moneta. Oblicz prawdopodobienstwo, ze
reszka wypadnie co najwyzej jeden raz.

(851) Rzucamy szes$¢ razy symetryczna szeScienna kostka do gry. Oblicz prawdopodo-
bienstwo, ze jedynka nie wypadnie ani razu.
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(852) Rzucamy szes$¢ razy symetryczna szeScienna kostka do gry. Oblicz prawdopodo-
bienstwo, ze jedynka wypadnie co najmniej 2 razy.

(853) Prawdopodobienstwo, ze Magda trafi do kosza wykonujac rzut wolny wynosi 0,7.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze w czterech rzutach trafi doktadnie trzy razy.

(854) Egzamin sktada sie z 6 zadan zamknietych. Do kazdego zadania podano trzy
odpowiedzi, z ktorych tylko jedna okazuje sie poprawna. Zdajacy zalicza egzamin,
jesli udzieli poprawnych odpowiedzi w co najmniej 4 zadaniach. Pewien student
przystapit nieprzygotowany do egzaminu i w kazdym zadaniu wybieratl losowo
odpowiedz. Oblicz prawdopodobienstwo, ze ten student zaliczyt egzamin.

(855) (MR 2005) Rzucamy n razy dwiema symetrycznymi sze$ciennymi kostkami do
gry. Oblicz, dla jakich n prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej raz tej
samej liczby oczek na obu kostkach jest rowne 1%16.

(856) (MR 2012) Oblicz, ile jest liczb naturalnych o$miocyfrowych takich, ze iloczyn
cyfr w ich zapisie dziesietnym jest réwny 12.

(857) (MR 2013) Oblicz, ile jest liczb naturalnych szesciocyfrowych, w zapisie ktérych
wystepuje doktadnie trzy razy cyfra 0 i doktadnie raz wystepuje cyfra 5.

(858) (MR 2013) Rzucamy cztery razy symetryczna szeScienna kostka do gry. Ob-
licz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze iloczyn liczb oczek
otrzymanych we wszystkich czterech rzutach bedzie réwny 60.

(859) (MR 2014) Z urny zawierajacej 10 kul ponumerowanych kolejnymi liczbami od
1 do 10 losujemy jednoczesnie trzy kule. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia
A polegajacego na tym, ze numer jednej z wylosowanych kul jest rowny sumie
numerow dwoch pozostatych kul.

(860) (MR 2015) W pierwszej urnie umieszczono 3 kule biate i 5 kul czarnych, a w
drugiej urnie 7 kul biatych i 2 kule czarne. Losujemy jedng kule z pierwszej urny,
przektadamy ja do urny drugiej i dodatkowo doktadamy do urny drugiej jeszcze
dwie kule tego samego koloru, co wylosowana kula. Nastepnie losujemy dwie kule
z urny drugiej. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze
obie kule wylosowane z drugiej urny beda biate.

(861) (MR 2016) Wérdd 10 tysiecy mieszkancéw pewnego miasta przeprowadzono son-
daz dotyczacy budowy przedszkola publicznego. Wyniki sondazu przedstawiono

w tabeli.
Liczba 0s6b popierajacych Liczba osob niepopierajacych
Badane grupy budowe przedszkola budowy przedszkola
Kobiety 5140 1860
Mezczyzni 2260 740

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze losowo wybrana
osoba, sposrdéd ankietowanych, popiera budowe przedszkola, jesli wiadomo, ze
jest mezczyzna.

(862) (MR 2016) Rozpatrujemy wszystkie liczby naturalne dziesieciocyfrowe, w zapisie
ktérych moga wystepowaé wylacznie cyfry 1, 2, 3, przy czym cyfra 1 wystepuje
doktadnie trzy razy. Uzasadnij, ze takich liczb jest 15 360.

(863) (MR 2017) W pudetku znajduje sie 8 piteczek oznaczonych kolejnymi liczbami
naturalnymi od 1 do 8. Losujemy jedng piteczke, zapisujemy liczbe na niej wy-
stepujaca, a nastepnie zwracamy piteczke do urny. Te procedure wykonujemy
jeszcze dwa razy i tym samym otrzymujemy zapisane trzy liczby. Oblicz praw-
dopodobienstwo wylosowania takich piteczek, ze iloczyn trzech zapisanych liczb
jest podzielny przez 4. Wynik podaj w postaci utamka zwyktego.
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(864) (MR 2018) Z liczb o$mioelementowego zbioru Z = {1,2,3,4,5,6,7,9} tworzymy
o$miowyrazowy ciag, ktorego wyrazy sie nie powtarzaja. Oblicz prawdopodo-
bienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze zadne dwie liczby parzyste nie sa
sasiednimi wyrazami utworzonego ciaggu. Wynik przedstaw w postaci utamka
zwyktego nieskracalnego.

(865) Rozwazamy wszystkie liczby naturalne pieciocyfrowe zapisane przy uzyciu cyfr
1, 3,5, 7,9, bez powtarzania jakiejkolwiek cyfry. Oblicz sume wszystkich takich
liczb.

(866) (MR 2020) Oblicz, ile jest wszystkich siedmiocyfrowych liczb naturalnych, w
ktérych zapisie dziesietnym wystepuja doktadnie trzy cyfry 1 i doktadnie dwie
cyfry 2.

(867) (MR 2021) Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych czterocyfrowych losujemy
jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wy-
losowana liczba jest podzielna przez 15, jesli wiadomo, ze jest ona podzielna
przez 18.

(868) (MRC 2012) Oblicz, ile jest liczb naturalnych trzycyfrowych podzielnych przez
6 lub podzielnych przez 15.

(869) (MRC 2014) W urnie jest dziesie¢ kul: 4 biale, 3 czarne, 2 zielone i 1 niebieska.
Losujemy jednoczesnie trzy kule z urny. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia
polegajacego na tym, ze wsroéd wylosowanych kul nie ma kul w tym samym
kolorze. Wynik przedstaw w postaci utamka zwyktego nieskracalnego.

(870) (MRC 2015) Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych pieciocyfrowych parzy-
stych, w ktorych zapisie wystepuja co najwyzej dwie dwojki.

(871) (MRC 2016) Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych pieciocyfrowych, w
ktorych zapisie wystepuja dokladnie trzy cyfry nieparzyste.

(872) (MRC 2017) Z cyfr 0, 1, 2 tworzymy pieciocyfrowe liczby caltkowite dodatnie
podzielne przez 15. Oblicz, ile mozemy utworzy¢ takich liczb.

(873) (MRC 2018) Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych o$miocyfrowych, w ktérych
zapisie dziesietnym wystepuja tylko cyfry ze zbioru {0, 1, 3,5, 7,9}, losujemy jed-
na. Oblicz prawdopodobienistwo zdarzenia polegajacego na tym, ze suma cyfr
wylosowanej liczby jest réwna 3.

(874) (MRG 2013) Oblicz, ile jest stucyfrowych liczb naturalnych o sumie cyfr réwnej
4.

(875) (MRG 2014) Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe, ze w trzykrotnym rzucie
symetryczng szescienng kostka do gry otrzymamy co najmniej jedna ,,jedynke”,
pod warunkiem ze otrzymamy co najmniej jedng ,sz6stke”.

(876) (MRM 2008) Rzucamy trzykrotnie symetryczng kostka sze$cienna do gry. Oblicz
prawdopodobienstwa nastepujacych zdarzen:

A — na kazdej kostce wypadnie nieparzysta liczba oczek,
B — suma kwadratow liczb wyrzuconych oczek bedzie podzielna przez 3.

(877) (MRS 2010) Liczby 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ustawiamy losowo w szeregu. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze w tym ustawieniu suma kazdych dwoch sgsiednich liczb
bedzie nieparzysta. Wynik podaj w postaci utamka nieskracalnego.

(878) Pan Nowak czesto gra z synem w szachy. Obliczyl, ze 60 % rozegranych partii
wygrywa jego syn. Oblicz, ile partii szachéw musi rozegra¢ z synem pan Nowak,
aby prawdopodobienstwo wygrania przez ojca przynajmniej jednej partii w catej
rozgrywce byto wieksze od 0,95.

(879) Michael Jordan przez cala kariere w NBA trafial srednio 83,5 rzutu osobistego na
100. Oblicz prawdopodobienstwo, ze oddajgc 10 rzutéw osobistych trafi érednio
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co najmniej 9 z nich. Przyjmij, ze rzuty wykonuje niezaleznie czyli fakt trafienia
lub nie nie wptywa na prawdopodobienstwo trafienia kolejnego rzutu. Wynik
zaokraglij do trzeciego miejsca po przecinku.

(880) Rzucamy 7 razy dwiema kostkami do gry. Oblicz prawdopodobienstwo, ze do-
ktadnie dwa razy liczba oczek na obu kostkach jednoczesnie bedzie parzysta.

(881) Ile rzutéw moneta nalezy wykonaé, aby prawdopodobienstwo otrzymania co naj-
mniej jednego orta byto wigksze niz 0,9997

(882) (MRCS 2023) W pudeltku umieszczono n kul (n > 3) wsréd ktérych doktadnie
2 kule sa czarne, a pozostate kule sa biate. Z tego pudetka losujemy jedna kule i
odktadamy ja na bok. Jezeli wylosowana kula jest biata, to do pudetka wrzucamy
kule czarna, a gdy wylosowana kula jest czarna, to do pudetka wrzucamy kule
bialtg. Po przeprowadzonej w ten sposob zmianie zawartos$ci prawdopodobienstwo
wylosowania kuli biatej z tego pudetka jest réwne %. Oblicz n.
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16. Analiza matematyczna i zadania optymalizacyjne

(883) Oblicz granice funkcji lim (23;—}—4()6;1&:72)—2}—33:—}—7
(884) Oblicz granice funkcji hm %
(885) Oblicz granice funkcji hm fg
(886) Oblicz granice funkcji llm1 %ﬁ
(887) Oblicz granice funkcji hm Yoot
(888) Oblicz granice funkcji hmo—10 =
(889) Oblicz granice funkcji h lim, Ix 1|
(890) Oblicz granice funkcji hI(I]l £ |I|2$
z—0~

(891) Oblicz granice funkcji IIE?_ %

3213
(892) Oblicz granice 11 lim ==
(893) Oblicz granice hm ﬁ)_g‘
(894) Oblicz granice hmOo 7%5’1”6“
(895) Dla jakich warto$ci m granica hrn m”l jest réwna 77
(896) Wyznacz pochodna funkcji f(z ) (:E —3)?
897) Wyznacz pochodna funkcji ¢(z) = 3¢z +

vz
(898) Wyznacz pochodng funkeji h(z) = (2° +1)(32* — = + 1)
(899) Wyznacz pochodna funkeji p(z) = gzjr;
(900) Dana jest funkcja f(z) = % Oblicz f'(—1).
(901) Dana jest funkcja f(z) =z — 1. Rozwiaz nieréwno$¢ f(z) > f'(z) — %
902) Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(z) = a®+2 w punkcie 2o = 3.
9
(903) Styczna do wykresu funkcji f(x) = z* — 7x jest réwnolegta do prostej o réwnaniu
y = 3x + 2019. Wyznacz réwnanie tej styczne;j.

(904) Prosta k jest styczna do wykresu funkcji f(z) = =2 w punkcie zp = 2. Oblicz

odlegtosé prostej k od poczatku uktadu wspotrzednych.

(905) Wyznacz réwnania stycznych do wykresu funkcji f(x) = v/32% nachylonych do
osi OX pod katem 30°.

(906) Wyznacz ekstrema funkcji f(z) = $2° 4 322 + 8z — 17.

(907) Wyznacz ekstrema i przedzialy monotonicznosei funkcji f(x) = z* — 1422 — 24x.

(908) Wyznacz ekstrema i przedzialy monotonicznosci funkeji f(z) = 22 + 2. Pamigtaj
o uwzglednieniu dziedziny.

(909) Wyznacz najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkeji f(x) = = + % w przedziale
(3,4)-

(910) Wyznacz najmniejsza i najwigksza wartos¢ funkcji f(z) = 22 + 22 w przedziale
(1,3)

(911) Dane jest réwnanie 2% + (m + 2)x + m? — 6m + 9 = 0 z niewiadoma z. Wyznacz
taka warto$¢ parametru m, dla ktérej wartos¢ wyrazenia 2z + 1123, gdzie
oraz xs sg réOznymi rozwigzaniami tego réwnania, jest mozliwie najwigksza.

(912) Wyznacz tak liczbe m, aby funkcja f(z) = 22% + 3mx + m? — 2m — 9 miata dwa
rézne miejsca zerowe 1 i o, dla ktérych warto$é wyrazenia (z129)? — 8(x1 + x2)
jest mozliwie najmniejsza. Oblicz t¢ najmniejsza wartosc.
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(913) Dana jest parabola o réwnaniu y = x? — 6z + 9. Wyznacz taki punkt na tej
paraboli, ktérego odlegtosé od poczatku uktadu wspotrzednych jest najmniejsza.
Oblicz te odlegtosé.

(914) Punkty przeciecia paraboli y = —ixQ + 9 z osia OX sa wierzchotkami dtuzszej
podstawy trapezu, a pozostale wierzchotki rowniez leza na tej paraboli. Oblicz
ich wspétrzedne wiedzac, ze pole trapezu jest mozliwie najwieksze. Oblicz to
pole.

(915) Dana jest parabola o réwnaniu y = —z?+ 6x. Rozpatrujemy wszystkie prostoka-
ty, ktérych dwa wierzcholtki lezg na tej paraboli powyzej osi O X, a dwa pozostate
na osi OX. Wyznacz wspélrzedne tego z prostokatow, ktory ma najwigksze pole.
Oblicz to pole.

(916) Wyznacz réwnanie tej prostej przechodzacej przez punkt A(2,4), zeby wraz z
dodatnimi potosiami uktadu wspotrzednych tworzyta trojkat o najmniejszym
polu. Oblicz to najmniejsze pole.

(917) Na prostej y = 3 znajdz taki punkt B, ktorego suma kwadratéow odlegtosci
od prostej x —y + 5 i od punktu A(13,15) jest najmniejsza z mozliwych. Dla
znalezionego punktu B oblicz dtugosé odcinka AB.

(918) Krotsza podstawa oraz ramiona trapezu réwnoramiennego maja dtugosé 2. Wy-
znacz tak dhugosé dtuzszej podstawy, aby pole tego trapezu byto mozliwie naj-
wigksze. Oblicz to pole.

(919) Obwdd tréjkata prostokatnego wynosi 20. Zapisz pole tego tréjkata jako funkcje
jednej z przyprostokatnych. Wyznacz dziedzing tej funkcji. Oblicz dtugos¢ prze-
ciwprostokatnej, dla ktorej pole tréjkata jest najwieksze. Podaj to najwieksze
pole.

(920) Sposréd graniastostupéw prawidtowych tréjkatnych, w ktérych suma diugosci
wszystkich krawedzi wynosi 18 istnieje graniastostup o najwigkszej objetosci.
Oblicz jego wysokosé¢, dtugosé krawedzi bocznej oraz podaj te najwicksza obje-
tos¢.

(921) Sposréd graniastostupéw prawidtowych trojkatnych, w ktérych przekatna Sciany
bocznej ma dtugo$é 2v/6 istnieje graniastostup o najwiekszej objetoéci. Oblicz
jego wysoko$é, dtugosé krawedzi bocznej oraz podaj te najwieksza objetosc.

(922) Sposréd graniastostupéw prawidlowych czworokatnych o objetosci V' istnieje ta-
ki, ktérego suma dtugosci wszystkich krawedzi jest najmniejsza. Oblicz jego wy-
sokos¢, dhugos¢ krawedzi bocznej oraz podaj t¢ najmniejsza sume.

(923) Sposréd graniastostupéw prawidtowych czworokatnych o objetosci 1 istnieje ta-
ki, ktérego pole powierzchni catkowitej jest najmniejsze. Oblicz jego wysokos¢,
dhugos¢ krawedzi bocznej oraz podaj to najmniejsze pole.

(924) Rozpatrujemy wszystkie proste przechodzace przez punkt S(2,8) przecinajace 0$
OX w punkcie A(x,0), z > 2 oraz 0§ OY w punkcie B. Niech punkt S bedzie
poczatkiem uktadu wspétrzednych. Wykaz, ze suma dtugosci odcinkéw AS i BS,
jako funkcja zmiennej x, wyraza sie wzorem D(z) = = + % oraz wyznacz tak
wspotrzedne punktéw A i B, aby podana suma byta mozliwie najmniejsza.

(925) Rozpatrujemy wszystkie proste przechodzace przez punkt S(1,1) przecinajace
0§ OX w punkcie A(z,0), x > 1 oraz 0§ OY w punkcie B. Wykaz, ze dtugosé
odcinka AB, jako funkcja zmiennej x, wyraza sie wzorem D(z) = 7W
oraz wyznacz tak warto$¢ x aby podana dltugo$é¢ byta mozliwie najmniejsza.

(926) Dane sa trzy odcinki o dtugosciach 21 — a, 2a — 3, 3a — 6. Zbadaj, dla jakich
wartodci a z tych odcinkéw mozna zbudowac trojkat oraz wyznacz taka wartoscé
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a, zeby pole tego trojkata byto mozliwie najwieksze. Oblicz kosinus najwiekszego
kata w tym tréjkacie.

(927) Rozpatrujemy wszystkie nieskoriczone ciagi a,,, w ktérych suma wszystkich wyra-
z6w wynosi 1. Wyraz warto$é réznicy wyrazéw a; — ag jako funkcje ilorazu g tego
ciggu. Podaj dziedzine tej funkcji oraz ustal, dla jakiego g ta réznica przyjmuje
wartos¢ najwicksza.

(928) Dana jest funkcja f(z) = 2? + (m — 5)z + m? + m + 1. Dla jakiej wartosci m
funkcja ta ma dwa rézne miejsca zerowe x; i x5 takie, ze wyrazenie xxs + 1173
przyjmuje najmniejsza mozliwa warto$c¢?

(929) Rozpatrujemy wszystkie graniastostupy prawidtowe czworokatne o polu catko-
witym rownym 1. Oblicz wymiary tego graniastostupa, ktorego objetos¢ jest
najwieksza.

(930) Rozpatrujemy wszystkie prostokaty wpisane w pétkole o promieniu 1 w ten spo-
sob, ze jeden z bokéw prostokata jest zawarty w jego érednicy. Wyznacz dtugosci
bokow tego z rozpatrywanych prostokatéw, ktérego pole jest najwicksze.

(931) Rozpatrujemy wszystkie romby, ktérych suma dlugosci obwodu i jednej przekat-
nej wynosi 16. Oblicz dtugos¢ boku tego rombu, ktorego pole jest najwieksze.

(932) Rozpatrujemy wszystkie proste przechodzace przez punkt A(1,4) i przecinajace
0§ OX w punkcie A a 0§ OY w punkcie B przy czym obie wspélrzedne tych
punktéw sa nieujemne. Wyznacz réwnanie tej prostej, dla ktérej suma odlegtosci
punktéw A i B od poczatku uktadu wspotrzednych jest najmniejsza.

(933) W ostrostup prawidlowy czworokatny, w ktérym krawedz podstawy ma diu-
go$¢ 44/2 a krawedZ boczna 5, wpisujemy graniastostup prawidtowy czworo-
katny (cztery wierzchotki tego graniastostupa zawieraja sie w krawedziach bocz-
nych ostrostupa, a dolna podstawa graniastostupa zawiera sie w dolnej podstawie
ostrostupa). Wykaz, ze objetos¢ tego graniastostupa jako funkcja dtugosci kra-
wedzi jego podstawy wyraza sie wzorem V(a) = 3a® — ?’%a?’. Wyznacz dziedzine
tej funkcji oraz oblicz najwieksza mozliwa objetos¢ tego graniastostupa.

(934) W okrag o promieniu 5 wpisano tréjkat réwnoramienny. Jakie najwieksze pole
moze mie¢ ten trojkat?

(935) Dana jest funkcja f(z) = - + 2 okredlona dla > 1. Znajdz taki punkt
nalezacy do wykresu tej funkcji, ze suma odleglosci tego punktu od obu osi
uktadu wspétrzednych jest mozliwie najmniejsza.

(936) Rozpatrujemy wszystkie odcinki AB zawierajace punkt M (8,1) i takie, ze punkt
A(z,0) lezy na osi OX, a punkt B na osi OY. Wyznacz wszystkie mozliwe war-
tosci z, dla ktérych taki odcinek istnieje. Wykaz, ze jego dlugosé wyraza sie

2
wzorem |AB| =/ (;”8) + 22 oraz znajdz wspdlrzedne takich punktéow A i B,

dla ktérych ten odcinek jest mozliwie najkrétszy. Oblicz dhugo$é tego najkrot-
szego odcinka.

(937) Rozpatrujemy wszystkie prostokaty o polu rownym 36 i bokach dtugosci a i b przy
czym a > b. Wykaz, ze pole nowego prostokata o bokach a +4 i b+ 1 wyraza
sie wzorem P(a) = %, wyznacz dziedzing funkcji P oraz najmniejsze
mozliwe pole nowego prostokata.

(938) (MR 2006) Wsr6d wszystkich graniastostupéw prawidtowych tréjkatnych o obje-
todci réwnej 2m? istnieje taki, ktérego pole powierzchni calkowitej jest najmniej-
sze. Wyznacz dtugosci krawedzi tego graniastostupa.
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mr —y =2

(939) (MR 2007) Dany jest uktad réwnan: Dla kazdej wartosci para-

r+my=m
metru m wyznacz pare liczb (z,y), ktéra jest rozwigzaniem tego uktadu réwnar.
Wyznacz najmniejsza i najwicksza warto$é¢ sumy x +y dla m € (2,4).

(940) (MR 2015) Funkcja f okreSlona jest wzorem f(x) = 2% — 222 + 1 dla kazdej
liczby rzeczywistej x. Wyznacz réwnania tych stycznych do wykresu funkcji f,
ktore sa rownolegte do prostej o réwnaniu y = 4.

(941) (MR 2016) Parabola o réwnaniu y = 2 — z? przecina o§ Oz ukladu wspot-
rzednych w punktach A(—2,0) i B = (2,0). Rozpatrujemy wszystkie trapezy
rownoramienne ABC D, ktorych dtuzsza podstawg jest odcinek AB, a konce C
i D krétszej podstawy leza na paraboli (zobacz rysunek).

Wyznacz pole trapezu ABCD w zaleznosci od pierwszej wspotrzednej wierz-
chotka C. Oblicz wspotrzedne wierzchotka C' tego z rozpatrywanych trapezow,
ktorego pole jest najwigksze.

(942) (MR 2017) Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) = ;”2111 dla kazdej liczby rze-
czywistej x. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu tej funkeji w punkeie P(1,0).

(943) (MR 2018) Styczna do paraboli o réwnaniu y = 3z% — 1 w punkcie P(xg, o) jest
nachylona do osi Ox pod katem 30°. Oblicz wspotrzedne punktu P.

(944) (MR 2018) Rozpatrujemy wszystkie trapezy réwnoramienne, w ktére mozna wpi-
sa¢ okrag, speliajgce warunek: suma dtugosci dtuzszej podstawy a i wysokosci
trapezu jest rowna 2. Wyznacz wszystkie wartosci a, dla ktérych istnieje trapez
o podanych wtasnosciach. Wykaz, ze obwod L takiego trapezu, jako funkcja dhu-
gosci a dluzszej podstawy trapezu, wyraza sie wzorem L(a) = 4“27%. Oblicz
tangens kata ostrego tego sposrod rozpatrywanych trapezow, ktérego obwdd jest
najmniejszy.

(945) (MR, 2019) Punkt P(10,2429) lezy na paraboli o réwnaniu y = 2% + x + 2219.
Prosta o réwnaniu kierunkowym y = ax+0 jest styczna do tej paraboli w punkcie
P. Oblicz wspétezynnik b.

(946) (MR 2019) Rozwazmy wszystkie graniastostupy prawidtowe tréjkatne o objetosci
V = 2. Wyznacz dhugosci krawedzi tego z rozwazanych graniastostupow, ktorego
pole powierzchni catkowitej jest najmniejsze. Oblicz to najmniejsze pole.

(947) (MR 2020) Nalezy zaprojektowaé¢ wymiary prostokatnego ekranu smartfona, tak
aby odlegltosci tego ekranu od krotszych brzegéw smartfona bylty réwne 0,5 cm
kazda, a odlegtosci tego ekranu od dhtuzszych brzegdéw smartfona byly rowne
0,3 cm kazda (zobacz rysunek — ekran zaznaczono kolorem szarym). Sam ekran
ma mieé¢ powierzchnie 60cm?. Wyznacz takie wymiary ekranu smartfona, przy
ktérych powierzchnia ekranu wraz z obramowaniem jest najmniejsza.
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(948) (MR 2021) Pewien zaklad otrzymat zamdwienie na wykonanie prostopadtoscien-
nego zbiornika (catkowicie otwartego od géry) o pojemnosci 144m?. Dno zbior-
nika ma by¢ kwadratem. Zaden z wymiaréw zbiornika (krawedzi prostopadto-
Scianu) nie moze przekracza¢ 9 metréw. Calkowity koszt wykonania zbiornika
ustalono w nastepujacy sposob:

~ 100 zt za 1m? dna

~ 75 zt za 1m? 4ciany boczne;.

Oblicz wymiary zbiornika, dla ktérego tak ustalony koszt wykonania bedzie
najmniejszy.

(949) (MRC 2017) Funkcja f jest okredlona wzorem f(x) = 55 dla kazdej liczby

2x
rzeczywiste] © # 4. Oblicz warto$¢ pochodnej tej funkcji dla argumentu z =

V2+4.

(950) (MRC 2017) Rozpatrujemy wszystkie prostopadto$ciany o objetosci 8, ktérych
stosunek dtugosci dwoch krawedzi wychodzacych z tego samego wierzchotka jest
rowny 1: 2 oraz suma dlugosci wszystkich dwunastu krawedzi jest mniejsza od
28. Wyznacz pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu jako funkcje dtugosci
jednej z jego krawedzi. Wyznacz dziedzine tej funkcji. Oblicz wymiary tego spo-
srod rozpatrywanych prostopadtoscianéw, ktorego pole powierzchni catkowitej
jest najmniejsze.

(951) (MRC 2018) Rozpatrujemy wszystkie mozliwe drewniane szkielety o ksztalcie
przedstawionym na rysunku, wykonane z listewek. Kazda z tych listewek ma
ksztatt prostopadtoscianu o podstawie kwadratu o boku dlugosci x. Wymiary
szkieletu zaznaczono na rysunku.

58



X

Wyznacz objetos¢ V' drewna potrzebnego do budowy szkieletu jako funkcje zmien-
nej x. Wyznacz dziedzine funkcji V. Oblicz te wartos¢ x, dla ktorej zbudowany
szkielet jest mozliwie najciezszy, czyli kiedy funkcja V' osigga warto$¢ najwieksza.
Oblicz te najwieksza objetosc.

(952) (MRG 2013) Dana jest parabola o réownaniu y = 22 + 1 i lezacy na niej punkt A
o wspotrzednej x réwnej 3. Wyznacz réwnanie stycznej do tej paraboli w punkcie
A.

(953) (MRG 2013) Dany jest prostokatny arkusz kartonu o dtugosci 80 cm i szeroko-
ci 50 em. W czterech rogach tego arkusza wycigto kwadratowe naroza (zobacz
rysunek).

__________________________

Nastepnie zagieto karton wzdtuz linii przerywanych, tworzac w ten sposob pro-
stopadtoscienne pudetko (bez przykrywki). Oblicz dtugosé boku kazdego z wy-
cietych kwadratowych narozy, dla ktérej objetos¢ otrzymanego pudetka jest naj-
wieksza. Oblicz te maksymalng objetosé.

(954) (MRG 2014) Funkcja f jest okre$lona wzorem f(x) = x* dla kazdej liczby rze-
czywistej x. Wyznacz rownanie prostej stycznej do wykresu funkeji f, ktora jest
rownolegta do prostej y = 4x + 7.

(955) (MRG 2014) Okno na poddaszu ma mie¢ ksztalt trapezu réwnoramiennego, kté-
rego krotsza podstawa i ramiona majg dlugo$é po 4 dm. Oblicz, jaka diugosé
powinna mie¢ dtuzsza podstawa tego trapezu, aby do pomieszczenia wpadato
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przez to okno jak najwiecej Swiatta, czyli aby pole powierzchni okna byto naj-
wieksze. Oblicz to pole.

(956) Dana jest funkcja f(x) = 27'°%3® — 9logs(@+) 1 Wyznacz dziedzine tej funkcji.

(957)

(958)

(959)

Wykaz, ze funkcje te mozna zapisa¢ wzorem

f(z) = 23 — 2% — x — 1 oraz wyznacz najmniejsza warto$¢ tej funkcji.
Wrhasciciel sklepu kupuje jabtka w hurtowni po 2 zlote za kilogram. Zauwazyt,
ze jezeli ustali cene sklepowa na x ztotych, to w ciggu tygodnia sprzeda sred-
nio 25X kilograméw jablek. Oblicz, jakg cene jablek powinien ustali¢ wlasciciel
sklepu, aby jego tygodniowy zysk byl najwiekszy. Przyjmij, ze tygodniowy zysk
jest iloczynem zysku na sprzedazy jednego kilograma oraz liczby kilogramoéw
sprzedanych jabtek.
Skoczek narciarski chciatby uzyskiwaé jak najwieksze odlegtosci w skokach. Jego
trener wyliczyt, ze jesli bedzie odbijal sie x sekund przed koncem rozbiegu, to
jego odlegtosé bedzie wynosita % metréw. Oblicz, dla jakich x wyliczenia
trenera maja sens tzn. odlegtosé bedzie dodatnia oraz oblicz, dla jakiej wartosci
x odlegto$é¢ bedzie najwicksza i oblicz te najwieckszg odlegtosé.
Niech f(x) = ma?® —2mx. Prosta y = mz — 9 ma doktadnie jeden punkt wspdlny
z wykresem funkcji f. Wykaz, ze m = 4. Funkcja f(z) moze byé¢ zapisana w
postaci

f(z) =4z —o)(z — d).

Znajdz wartosci ¢ i d. Funkcja f(x) moze by¢ zapisana takze w postaci
flz) =4(z —p)*+q

Znajdz wartosci p i q. Wyznacz takie wartosci x, dla ktérych funkcja f jest
jednoczesnie rosngca oraz przyjmuje wartosci ujemne.
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17. Odpowiedzi do zadan

17.1. Podstawowe rownania i nieré6wnosci.
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17.2. Warto$¢ bezwzgledna - r6wnania, nieré6wnosci, wykresy.
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0 rozwigzan dla m < 0, 2 rozwigzania dla m = 0 lub m > 2, 3 rozwigzania
dla m = 2, 4 rozwigzania dla m € (0, 2)
m € (—oo,—1) U (4, +00)
m € (—=3,-2)U(2,3)

m € <—§, 1)

17.3. Dowody algebraiczne.

(187) a® + b? = 28,a® + 0 = 144,a* + b* =752, L + 1 = 2 a?b + ab® = 24, (a — b)* =
20, |a — b] = v/20 = 2v/5

(188) dowdd - skoro a? — b* = 70, to (a — b)(a + b) = 70, wiec 10(a — b) = 70 czyli
a—b="T.

(189) dowdd - a® + b = (a+b)(a* —ab+b*) = (a+b)[(a+b)*> — 3ab) = 2(2% +9) = 26

(190) dowdd - a? + b* = (a — b)* + 2ab=2+6 = 8.

(191) ab = 7lub ab = 11. Skoro a+b = 6, to a®+2ab+b* = 36, stad a®+b* = 36—2ab. Z
drugiej strony a®b+ab® = 154, wiec ab(a®*+b?) = 154, a zatem ab(36—2ab) = 154
istad ab =7 lub ab = 11.

(192) dowdd - po wymnozeniu zalozenia otrzymujemy (ad — be)? = 0, stad teza.

(193) dowdd - podnosimy oba zalozenia do kwadratu i obliczamy kolejno wartosci
wyrazen: 2ab, ab, (ab)? oraz a* + b* = (a® + b?)? — 2(ab)>.

(194) dowdd - jedli a®*+a = b*+b, to a®* —b*+a—b =0, a wiec (a—b)(a+b)+a—b=0,
stad (a —b)(a+b+ 1) =01 poniewaz a # b, to a+ b= —1.

(195) dowdd - pomnozyé przez xy # 0 lub sprowadzi¢ do wspélnego mianownika i
podobnie do poprzedniego.

(196) dowdd - np. podzieli¢ obie strony przez n? # 0 i podstawi¢ t = %

(197) dowdd - przerzuci¢ wszystko na lewa strong otrzymujac 2a® — 4a*b + ab? — 2b% +
a — 2b = 01 z kazdych dwdéch sktadnikéw co$ wyciagnaé¢ przed nawias. Mozna
tez po przerzuceniu po prostu wymusi¢ a — 20.

(198) dowdd - =% + ;2 = frac2c —bc — b — 2 = frac2c — 2bc — b = 2.

(199) dowdd - np. przeksztatcamy réwnosé z zatozenia do postaci (a—2b)(a+2b+2) = 0.
Drugi czynnik jest dodatni z zatozenia, wiec a = 2b. Mozna tez na poczatku
doda¢ obustronnie 1 i pozniej skorzystaé¢ z faktu, ze obie strony réwnania s
dodatnie i pozby¢ sie kwadratéw.
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(200) dowdd - przeksztalcamy réwnanie do postaci 2® — 22t + 1+ 22 — 22 +1 = 0 czyli
(2t = 1)+ (x — 1)? = 0, a suma kwadratéw jest réwna 0 tylko wtedy gdy oba
sktadniki sg réwne 0. A to zachodzi tylko dla z = 1.

(201) 210

(202) dowdd - przerzucajac wszystko na lewa strone i odpowiednio grupujac, otrzymu-
jemy réwnowazng nieréwno$é (a — b)?(a* + 1) < 0 ktéra jest prawdziwa tylko
jesli @ — b = 0, bo wyrazenie a® + 1 jest zawsze dodatnie.

(203) dowdd - z zalozenia a + b = —c, wiec a® + b3 + ¢ = (a+ b)[(a + b)*> — 3ab] + > =
(a+0)> —3ab(a +b) — (a +b)* = 3abc = 3.

(204) dowdd - wykonujemy potegowanie lewej strony nieréwnosci a péZniej mnozymy
obie strony przez 4.

(205) dowdd - przerzucajac na jedna strona, odpowiednio grupujac i wyciagajac przed
nawias otrzymujemy oczywistg nieréwnosé¢ (a — b)?(a? + ab + b*) > 0.

(206) dowéd - podobnie, tylko mnozymy najpierw przez v/ab.

(207) dowdd - 5y? rozbijamy na 4y?+y? i otrzymujemy sume 2 nieujemnych sktadnikéw.

(208) dowdd - podobnie 10y? = 9y* + y?

(209) dowdd - podobnie 22? = 2 + x?

(210) dowdd - na przyklad przeksztalcamy to wyrazenie do postaci 2* — 622 +9 + 22 —
2z + 1.

(211) dowdd - przenosimy wszystko na jedna strone - po pogrupowaniu i wyciggnieciu
przed nawias otrzymamy postac¢ (a—b)(a+b)? > 0. Wyrazenie a—b jest dodatnie
z zalozenia.

(212) dowdd - na jedna strone i grupujemy

(213) dowdd - na jedna strone i grupujemy

(214) dowdd - wskazéwka: np. rozbij 4a® na 3a® + a?

(215) dowdd - przeksztalé zatozenie do postaci ab = ¢(a+b) wykorzystaj fakt, ze ¢ > 1.

(216) dowdd - probujemy zwinaé do kilku kwadratéw.

(217) dowdd - nieréwnosci miedzy $rednimi

(218) dowdd - nieréwnosci miedzy $rednimi

(219) dowdd - nieréwnosci miedzy Srednimi

(220) dowdd - nier6wnosci miedzy Srednimi

(221) dowdd - nieréwnosci miedzy $rednimi

(222) dowdd - nieréwnosci miedzy $rednimi

(223) dowdd - nieréwnosci miedzy $rednimi

(224) dowdd - nieréwnosci miedzy $rednimi

(225) dowdd - mozna wymusi¢ (x + y) lub rozbi¢ 923 na 3z + 523 + 2 i pogrupowac.

(226) dowdd - rozbijamy na sume trzech kwadratéw; mozna tez przeniesé¢ wszystko na
lews strone i to wyrazenie potraktowac¢ jako funkcje zmiennej = i wykazaé, ze
caly jej wykres lezy zawsze nad osia OX lub jest do niej styczny (a > 0 oraz
A <0).

(227) dowdd - 2a® + 2b* + ¢ + 2bc+ 2ac = a* + b* — 2ab+ a® +b* + ¢ + 2ab+ 2bc + 2ac =
(a —b)*> + (a+ b+ ¢)?, a z zalozenia wynika, ze pierwszy sktadnik jest dodatni.

(228) dowdd - wymuszamy 3a + b przed nawias otrzymujac posta¢ (3a + b)(2a — b)2.

(229) wskazéwka - wymusi¢ 3a — b lub rozbi¢ 5a?b na 3a*b + a®b + a®b i pogrupowac.

(230) wskazéwka - 3 wzory skroconego mnozenia.

(231) wskazéwka - 2 wzory skréconego mnozenia - wyrazenie (x — 3)? jest dodatnie z
zalozenia.

66



(232) wskazéwka - mozna obie strony nieréwnosci pomnozy¢ przez iu bo jest to do-
datnie, a nastepnie np. zapisa¢ 3u? jako 2u® + u®. Mozna tez podstawi¢ t = <.

(233) dowdd - przerzucamy wszystko na lewa strone i np. metoda grupowania dopro-
wadzamy nieréwnos¢ do postaci (a—b)?(a+b) > 0, ktéra jest zawsze prawdziwa.

(234) dowdd - mnozac obie strony przez dodatnie z zalozenia wyrazenie xy otrzymamy
réwnowazng nieréwnosé x® +y3 + (x —y)? > 0, Skoro x i y sa dodatnie, a kwadrat
zawsze nieujemny, to otrzymane wyrazenie jest dodatnie.

(235) wskazéwka - zapisz —z? jako —2x% + z2.

(236) dowdd - najszybciej z nieréwnosci miedzy Srednig arytmetyczng a geometryczng

(237) dowdd - przeksztalcamy nieréwnosé do postaci (zy —2)? + 2(z — y)? > 0. Pierw-
szy sktadnik jest nieujemny a drugi dodatni, gdyz = # y. Zatem ich suma jest
dodatnia.

(238) wskazowka - przerzu¢ wszystko na jedna strone i doprowadz do wspdlnego mia-
nownika. Mianownik ten bedzie dodatni z zatozenia.

(239) wskazowka - obie strony tej nieréwnosci sa dodatnie, wiec mozna podnie$¢ obu-
stronnie do kwadratu.

(240) wskazéwka - rozbij —3a?b na —2a%b — a® a potem 2a® na a? + a?, Mozna tez
wymusi¢ od poczatku 2a + b.

(241) wskazoéwka - poniewaz obie strony nieréwnosci sa dodatnie, mozemy je podnie$é
do kwadratu.

(242) wskazéwka - rozbij 5z? na 4z + 2.

(243) dowdd - mnozac obustronnie przez mianowniki, ktére z zatozenia sa dodatnie oraz
odpowiednio przeksztalcajac otrzymujemy nier6wnosé (a — b)(ab(a +b) —2) > 0
ktoéra jest prawdziwa, bo a > b oraz z zatozenia mamy ab > 1 oraz a + b > 2.

(244) wskazowka - poniewaz obie strony nieréwnosci sa dodatnie, mozemy je podniesé
do czwartej potegi.

(245) albo mnozymy przez a > 0 obie strony i rozktadamy na czynniki, albo mozna %
rozbié¢ na %—l—i a nastepnie skorzystac z nieréwnosci miedzy srednig arytmetyczna
a geometryczng dla trzech liczb: a2, %, é

(246) dowdd - wyciggamy 5% przed nawias

(247) dowdd - rozktadamy stosujac wzory skroconego mnozenia tak dltugo, az otrzy-
mamy jako jeden z czynnikéw, liczbe 15 lub liczbe podzielng przez 15.

(248) dowdd - jak wyzej tylko 19

(249) dowdd - rozktadamy stosujac wzér skréconego mnozenia - otrzymamy jako jeden
z czynnikow, liczbe 30.

(250) dowdd - 26 = 43; jak wyzej tylko 3

(251) dowdd - wyciagamy 3" przed nawias i skoro n > 2, to 9/3".

(252) dowdd - n+ (n+1) + (n+2) =3(n+ 1)

(253) dowdd - przypadki (1°n = 3k + 1,2°n = 3k + 2).

(254) dowdd - n® + (n+ 1) + (n+2)% = 3n3 + 9n® + 15n + 9. Wystarczy wykazaé, ze
93n3 + 15n, czyli 3|n® + 5n - co mozna na przypadki lub sprytnie - n + 5n =
n® —n+6n = (n—1)n(n+ 1) + 6n i mamy trzy kolejne liczby caltkowite.

(255) dowdd - 2n(2n+1)(2n+2) = 4n(n+1)(2n+1) i podzielnos¢ przez 3 na przypadki.

(256) dowdd - skoro n = 2k + 1, to n*> — 1 = 4k(k + 1) i mamy dwie kolejne liczby
catkowite, wiec 2|k(k + 1) stad teza.

(257) dowdd - n* + (n+1)? + (n+2)*> =3(n* +2n+ 1) + 2.

(258) dowdd - (5k + 1) — (5n + 2)* = ((5k +1)2 — (hn + 2)?)((5k + 1) + (5n + 2)?) i
tatwo sprawdzi¢, ze drugi z tych czynnikéw jest podzielny przez 5.
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(259) dowdd - jesli m = Tk + 2, to m® — 1 = (Tk + 2)® — 1 i teraz albo rozkladamy ze
wzoru na roznice szeScianow albo wykonujemy potegowanie i redukcje - w obu
przypadkach bedzie sie dato wyciagnac liczbe 7.

(260) dowdd - a’b+ab® = ab(a+0b) i jesli a lub b jest parzysta, to iloczyn jest parzysty,
a jesli obie sa nieparzyste, to a + b jest liczba parzysta.

(261) dowdd - podobnie jak poprzednie, tylko jeli obie sa niepodzielne przez 3, to
rozpatrujemy wszystkie 4 przypadki (mozna 3, bo dwa sa symetryczne),

(262) dowdd - 2|n(n + 1) a podzielnosé przez 3 na przypadki (lub sprytnie)

(263) dowdd - zaréwno podzielnoéé przez 2, jak i przez 3 mozna na przypadki ale mozna
tez sprytnie - n®> —n —18n = (n — 1)n(n+ 1) — 18n i zaréwno 6/(n — 1)n(n + 1)
(3 kolejne liczby catkowite), jak i 6]18.

(264) dowdd - n = 2k i rozkladajac na czynniki otrzymamy iloczyn liczby 16 i czterech
kolejnych liczb catkowitych.

(265) dowdd - analogicznie - otrzymujemy iloczyn liczby 81 i kwadrat iloczynu 2 ko-
lejnych liczb catkowitych.

(266) dowdd - 16n® zapisujemy jako 12n3 + 4n? i juz latwo pokazaé, ze 12[4n3 — 4n.

(267) dowdd - zapisujemy -51 jako -3-48, rozkladamy na czynniki i podstawiamy n =
2k 4+ 1 i otrzymamy iloczyn liczby 8 i trzech kolejnych liczb catkowitych minus
48.

(268) dowdd - podstawiamy n = 2k i jak poprzednie.

(269) dowdd - podobnie - iloczyn 16 i kwadratu dwdch kolejnych liczb.

(270) dowdd - po zwinieciu otrzymujemy [(k — 1)k(k + 1)]* a to jest kwadrat iloczynu
trzech kolejnych liczb calkowitych czyli jest podzielny przez 6 = 36.

(271) wskazoéwka - udowodnij na przypadki podzielnosé przez 2, oraz tez na przypadki
osobno podzielno$¢ przez 3. Mozna tez ,,sprytnie” dodac¢ i odja¢ wyrazenie km i
doprowadzi¢ liczbe z zadania do postaci m(k — 1)k(k + 1) — k(m — 1)m(m + 1)
i skorzystac z faktu, ze iloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych jest podzielny
przez 6

(272) dowdd - przerzucamy 125 na prawa strone - réwnanie jest réwnowazne réwnaniu
z(z — 1)(x + 1) = 125, a lewa strona jest iloczynem trzech kolejnych liczb cal-
kowitych, wigc jest podzielna przez 6, a 125 nie jest podzielne przez 6, wiec to
roOwnanie nie ma rozwiazan catkowitych. Oczywiscie mozna tez sprawdzi¢ rachun-
kowo, ze zadna z liczb 1,5,25,125 oraz -1, -5, -25, -125 nie jest rozwigzaniem tego
roOwnania i powota¢ sie na twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu
o wspotezynnikach catkowitych.

17.4. Funkcja kwadratowa.

(273) f(z) = —(xz —3)* +2
(274) f(z) =2(z+3)(z — 1)
(275) f(z) = —(x —4)* +2
(276) m = 15

(277) m € (0,1)

(278) m € (—3,0)

(279) m € (14, 400)

(280) -1. 0, 1, 2

(281) =

(282) farax = 7

(283) m = 2

(284) m € (1,400)
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9)

= —3
( —1)U(—1,—%)U(2,—|—oo)

297 1)

Eool>\{—2}
€ (—o0, ) \ {4}
299 me(o 1+f)
301 m——7lubm—3
m=—1
303) m € {—2,—1,0}

(285) m
(286) m
(287) m
(288) m
(289) m
(290) m
(291) m
(292) k
(293)
(294) m
(295)
(296) m
(297) m
(298) m
(299)
(300) m
(301)
(302)
(303)
(304) p=3,gq=—-11lubp=—-1,¢=3
(305) m
(306) m
(307) m
(308)
(309) m
(310) m
(311)
(312) m
(313)
(314) m
(315)
(316) m
(317) m
(318) m
(319) m
(320)
(321) m
(322)
(323)

305) m € (—4. — 2v/3) U (2V/3, 4).
306 €(0,1)uU(2,3)
307) m = IV m = i,
308) m € (0,3 — /7).
309 _ 12-"—\/@
310) m € (—4 i 0) U (4,9)
311) m € (—2,—121> \ {-6}.
312) m € (—o0,-3) U (%,3).
313) m = —% Vm = i.
314) m € (—o0, —1) U (0,4) \ {1}
315 m—%lubm——g
316 ( 1 —) (2,5)
317 <158 ).
318 —4
319 ( 00, —2)
320) m € <—}1 0) U (2, +00).
321 € (—1,4).
322) m = E Dla m = 4 réwnanie ma jedno rozwiazanie.
323 m——41ubm—8

17.5. Wielomiany.
(324) -5, -2, -3
(325) 4,618

(326) a =4
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348) v € {—1} U (.3,+o§>) (m=1)

(327) a=11,b=6

(328) m =3

(329) r = —1

(330) m =1

(331) a=4,b=—2

(332) a € {~3,-2,2,3}

(333) W(z) = (2* — 2z + 3)%. Moze tez by¢ (—2% + 2z — 3)?
(334) (m=3,n=2) lub (m=—1,n=-2)

(335) a =—1,b=6,z € (—3,—1) U(1,2)

(336) Pozostate pierwiastki: —v/3 oraz v/3

(337) 2 =2 (d = —25)

(338) W(14) = 12

(339) w1 =4, 00 = —1 —VT,25 = -1+ VT(b=—2,c = —14)
(340) W(10) = =30, gdyz W (z) = —5(z — 2)(z — 4)(z — 5)
(341) W(z) = (2> + z + 1)(2* + = + 3)

(342) c € (—o0,1) \ {—8}

(343) b e (—o0, —2)

(344) b € (—8,—5) U (=5, —4) U (4, +00)

(345) me (=1, -3) \ {-3

(346) m € (3,+00)\ {3}

(347) p € (—00,0) U (4, 4+00)

(348)

(349)

a=1. Wigc —f(,—x) =—(—2z+6)(—2x+5)(—r+3) = g(x’)

358) m = 1,2 € (—o0,—3) U —;,2>.

(a =—8,b=22) lub (a = 8,b = 10).

dow6d - W(z) = 2z — 1)(z — 3)(z —5).W(2n + 1) = 32n(2n — 2)(2n — 4) =
4dn(n —1)(n — 2). Hoczyn trzech kolejnych liczb catkowitych jest podzielny przez
6, a zwiekszony czterokrotnie - przez 24.

(350) —3,3.3

(351) p € (=00, —2) U (2, +00)
(352) a = 11,b—6

(353) m=—1Vm =1
(354) m=1Vm=-8Vm=10
(355) Wi(z) = (2> +x —1)(2* — 3z + 1)
(356) m = 6, pierwiastki: —2, 1, 3.
(357) m = -3V m=0.

(358) m

(359)

(360)

(361) m = 1, pierwiastki: —1, —3, 1.
(362) m =0

(363) —4, 1. 2.

(364) m € (—o0, —2) \ {2} U (6, +o0)
(365) m € (—2,0) \ {—1} U (8, +
(366) T = —%,xz = %,1'3 = —%

17.6. Funkcje wymierne.
(367) m € {15,16}
(368) = -3 (b=2,c = -3).
(369) m € (L,2) U (4, +00)
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(370) m = —7TVm =2
(371) m € (0,4) \ {2}

17.7. Dzialania na potegach.

(372) a = (2%)6*2“5 = 23-V2 g = 22. (%)ﬁ*1 —92.91-V2 _ 93-V2,

(373) stosujac wzér skréconego mnozenia na kwadrat sumy otrzymamy 12+2/36 — 11 =
22.

(374) 9% 4+ 9= = 47;81% 4+ 817 = 2207

(375) 9v/A =32 (34f +2)3 = 3242V2H = B,

(376) a =6,b=9,a’ > b

(377) L(t) = 240000 - 1,05, 5 lat

(378) L(t) = 555 - (0,955)", L(15) ~ 278.

(379) okolo 3,36g, po dodatkowych 11 latach.

17.8. Logarytmy.

(380) 3-2+4=5
(381) logg 6 +log;27T=1+3 =4
(382) 2
(383) 1
(384) 1
(385) 25+ 0 =79
(386) -1
(387) logs 10 = a+b; log; 6 = a+1; logs(0,4) = a—b; log; 60 = 2a+b+1; logy(1,5) =
3(1— a); logg, 20 = 24
(388) 1
21
(389) dowsd: log; 27 = st — Siud — Hn = — 00w
(390) dowdd: log,(2bc) = log,(c® + b2) = b—c)?=0=b=c
(391) Dy = (3,4) \ {V15}
(392) -1
(393) 1
(394) log,b =1 lub log, b =2
(395) = € (—4, —2) U (-2, f) (f 2) (2, 400)
log,
(396) Togy 1 S = Tog, = Tog, 2 10g29 = 210g23 log223 1o§ 3 = logz 4
a 6lo log,5 64
(397) 1677 logo ngj%ogIQ 2 logg11226 10g6 64.
17.9. Trygonometria.
(398) sinar = —12, tgar = 2
(399) sma = —%,cosa = —%
(400) 1
(401) dowod wskazéwka: cos’a = 1 —sin?a = (1 — sina)(1 + sin a)
(402) dowéd - 1 +tg2a =1+ sg;a i wspOlny mianownik, mianownik catego utamka

tak samo.
(403) dowdd - jedynka np. cos
(404) dowéd - 1+ tg?a =1+ 32;2"‘ i wspdlny mianownik
(405) dowdd - wspdllny mianownik lub sprytnie - pomnozy¢ pierwszy utamek przez

l—cosa
1—cos«a

(406) VB2

ta=(1-sin?a)?
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6—v/2
(407) _\[4\f
(408) —§
(409) —3%
(410) dowdd - zamien mianownik lewej strony na kwadrat sumy stosujac jedynke try-
gonometryczna oraz wzor na sin 2«
. "
(411) sin2z = m? — 1, |cosz — sinz| = V2 —m? tgw + o = 3, sin’ o + cos’ v =
3m—m3
2
(412) = 5 +2kn Vo = 2 + 2kn
r=5+2kmVr=—5+ 267
413 T+ 2k 2+ 2k
(414) x = + k7
(415) =T 4+ 2kn Vo =—-2+2krVa =3 +2krVa= -+ 2%kn
(416) v = kn Vo = T + 2km
(417) & = 5 4 2kn V & = 3F + 2km
(418) = E 4 2kn Vo =2 4+ 2kn Vo = -5 + 2kn
(419) s =2 +2knVa=—-24+2kr Vo =3 +2kr Vo =—3 4+ 2kr
(420) x =k Vo =3 + 2kn Vo = —2 4+ 2kn
r=m+2knNVr=5+2kmVr=—5+ 2T
(421) 2% T 42k T 42k
79 ¢ € {03040
r €U, 2m, 4m
(424) v = 5 +2kn Vo =7 + 2kn
(425) v =kn Vo =T +kr
(426) x = T + k7
(427) x =kr Vo = =2 +2kn Vo = 2L + 2kn
A428) v =krVax =% +2knVao =—-% 4 2kn
3 3
(429) v = 2km V& = =5 + 2k
(430) x = —% + km, pamigtac o dziedzinie!
31) =3 4+2krVae=—-F+2krVe=242krVr=—%+2%knr
3 3 3 3
(432) x=¢ +krVo=—F+thkrVo=3+krVae=—-3+2m
(433) x = § +2kmr Vo = —% + 2kn
(434) v =kn Vo = -5 +kn
(435) v = -G +krVao =5 +kr
(436) = —Z + kr Vo =5 +2kr Vo = 55 4 2kn
(437) x=Z + 51
(438) v =T +knVa=kr
(439) v =5 + kT Vo =" +km
o
(441) 2 € {0, %, 5, 5, 27}
(442) x = 2km Vo = =& + 2km
(443)x:%\/x3:5§”.7
(444) z € {0,730 5n 7 oy
(445) x = § +2km Vo = 5 + 2kn V= 2kT.
(446) v € {5, 5. 7, %
(447) e =2V =2
(48) z=rVae=FVe="4"
(449) a="vae=ve=0ve =%,
(450) z = § +2kn Vo = 5 +2k7 V1w = k7.
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(451) 2 =2 Vo =2
(452) s =2 Vz="1.

V2
(453) ¥*
(454) x=ZVae=FVae="Tvy =20
(455) wskazéwka - zapisz sin® a jako (1 — cos® a)? oraz cos? 2a jako (1 — 2 cos? a)?.
(456) = —f Vo =-2vae=—-I
(457) x = 2TV :%’T.

_ kxm _ T s
(459) e =ZVae=ZIVae=CVe="1
(460) z = Vo =7
(161) o= § 4 2% Vo = —§ + %
(462) x=nVar=FVr=""Vr=21

17.10. Ciagi.

463) a3 = 3,an,1 = —n?+2n+ 3, a7y = —21.
464 rosn@cy

466) a3 = —2,a9 = 4, a3 = 16, a9 = 268, a,, = 3n? — 3n — 2
467) szosty

468) a1 =9, r=—2, a8 = —5

469) a, = 8n — 7, a,+1 — a, = 8=const, 13 wyrazéw
470 ag + ag + ag = 30 513 =130

471) 11 wyrazow

472) 1665

473) 1311

474) 1225

475) 12 liczb

476) r=—1lubz =4

(

(464)

(465)

(466)

(467)

(468)

(469)

(470)

(471)

(472)

(473)

(474)

(475)

(476)

( )a1—27 q:l an =27 (3)
(479) a5 = —160
(480)
(481)
(482)
(483)
(484)
(485)
(486)
(487)
(488)
(489) -
(490) 1
(491) 4
(492)
(493)
(494)
(495)

Q

,11,17) lub(

5,1 b, c) (20112)
4,6,9) lub (a,b, c) —
8,1
2

)= ( =
a,b,c) = ( (9,6,4)
a,b,c) = (8,12,18)

) (2, 4, 8) lub (a,b,c) = (X2, =20 40y,

97 9 79

w NN TN TN
\]
—t
=
o
\I‘NJ Il
at

ap
23,b=—-15
39,0

wgic’l

-3
+00
0

—00

73

2



(196)

(197)

(498) 6

(499) (1,3,9) lub (9,3,1)

(500) q = 2

(501) a =8,b=12,c¢ =18

(502) 1

(503) q = 4, %2 = i;zj i dowodzona nier6wnos$é mozna réwnowaznie przeksztatcié np.
do nieréwnosci —4 < —1.

(504) Sg = 728

(505) V5

(506) a; = —2,7r =3

(507) ¢ = 3

(508) ¢ = 3

(509) 3

(510) Ssp = 10150, granica wynosi .

(511) Z réwnan 2b = a + ¢ oraz b* = ac otrzymujemy np. réwnanie (a — ¢)* = 0 skad
a=c=b.

(512) (4,12,36) Iub (3, -2, 10)

(513) a=33,b=11,c= —11 luba=9,b = 11,c = 13.

(514) ¢ = 155-

(515) (@ = —19,b=39,c = 28) lub (a = —3.b = —6,¢ = 8) lub (a = 6.b = 3.c = —10).

(516) 187

(517) (a=5b=9,c=13) lub (a = 3,b=9,c=3).

(518) n =15

(519) 3¢

(520) ¢ = L.

(521) a; = 3.

(522) 2

(523) n = 37

(524) (~3,6,-12) lub (=5, 4, %)

(525) a; = 10, ciag nie jest malejacy (np. as = a4),

(526) ay = L.

(527) an = 3n +2,b, = 3- 5L,

(528) ag =3

(529) 438

(530) S ==

(531) k=2Vk=2V3Vk=18

(532) ¢ = 3, Sio0 = —4950.

(533) S = a%V/3.

(534) (a=2,b=6,c=18) lub (a =18, =6,c = 2)

(535) ay = 9,¢ = 2.

(536) g = Lvg="1

(537) & = 3. Suma istnicje dla z € (—1,1).

(538) z = 3V x = 6. Suma istnieje dla x € (—o0, —2) U (2, 400).

(539) Suma pol wynosi 242, a suma obwodéw (8 + 4v/2)a.
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(540) S = 12V/3.
(541) Sg = 765
(542) n =8

17.11. Planimetria.

(543) |AC| =8, |AB| = 4V/3,|BD| = 2V/3

(544) 10

(545) P =300, |AD| =24, |BD| =18, |DC| =7
(546) obwdd = 46,8

(547) P =6+/3,c=T,hy =43

(548) v = 120°

(549) |AD| = 4/10

(550) P = 126,7’ =Y R=%h,=12

(551) b =

(652) P = 167r

(553) d = 7. Zastosuj twierdzenie kosinuséw w tréjkatach ADC i BDC' z kosinusami

kadtow ADC' i BDC’ i skorzystaJ z faktu, ze cos(180° —a) = —cosa.

c=4,8r=2R=5
12.

Va+V3

07

7

o Ot w >
2
e}

[NISHIN)
Nej
e~

1

=2 )

00

%S‘H%II

2-1)
3

:U%H%I\D“UQ

w
(]

572) obwdd = 20

1
24
SlIlOé—QS

60°, 24/19
=17, P =82

P =280, a b—4 d = 2v/41
7":1,5,R
h 47 1=

574
575

582) Pole kota = 144w, a = 30,b = 20, Pole trapezu = 600

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
569)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
|
583) |AC| = \/_|BD| 14f
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(584) |AC| =7, obwéd=21, R = 7L,
(585) 7i1
(586) 4v/3 — 6
(587) 12:5
(588) 3
(589) 6
(590) 10 + 2v/73 + 44/13
(591) 8,5,2,5
(592) 156°
(593) n = 20
(594) 24
(595) 3v/3
(596) 22
(597) 2
(598) /3 — 1. Sinus 15° liczymy ze wzoru na sinus réznicy.
(599) P(c) = ev/=3c 4 120c — 900, ¢ € (15, 30).
(600) |AB| = 42, |AE| _33 |BE| =9
(601) |AD| = |BC| = ™10 cos |<CBD| = 8L/89
(602) cosa = L,sina = ‘ﬁ
(603) 60°
(604) 2
(605) 421
3
(606) P = 2(;311;2)
(607) P =84
(608) /2%
(609) 120
(610) 22
(611) 3
(612) |BD| = 25, Papcp = 234, |AC| = 20
(613) 4
(614) |AB| = %,|BC| = Z=10Y3 | BD| = 154521,
(615) /145
(616) |AB| = 20
(617) YI-1 VTtL,
(618) P = (252 — 144/3)T.
(619) P =72
(620) PAMS 40, pALS = 45, PBMS =801 PCLS =135
(621) sina = 12.
(622) /12 +3/3
(623) P =18,
(624) cos|<iABC’| = cos |[<CAB| = ;. cos |[<BCA| =
(625) |<CDE| = 72°,|<DCE| = 72° |<CED| = 36°.

17.12. Dowody planimetryczne.
(626) Wskazowka: cosy = cos[m — (a+ )] = — cos(a+ 3) = — cos acos § +sin asin §.
(627) Zauwaz, ze suma katéw przy jednym ramieniu trapezu wynosi 180°
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(628) Zauwaz, ze punkty laczace $rodek okregu z koncami ramion sa dwusiecznymi
katéw trapezu (z twierdzenia o odcinkach stycznych wynika przystawanie mniej-
szych trojkatow prostokatnych)

(629) Wykaz najpierw, ze |EB| = |BC| oraz ze obwdd trapezu wynosi 4| BC|

(630) Poprowadz odcinek réwnolegly do podstaw o konicu w punkcie przeciecia prze-
katnych i skorzystaj z twierdzienia Talesa (ew. podobienstwa trojkatéw) dwu-
krotnie - zarowno wykorzystujac dtuzsza, jak i krotsza podstawe. Rozwigzujac
odpowiedni uktad réwnan otrzymamy teze.

(631) Mozna opisaé okrag, bo |ZCKS|+|£CLS| = 180°. Promienie okregdw sa réwne,

bo korzystajac z tw. sinuséw mamy 2R pc = % oraz 2R ps = ﬁf"‘—v)'
(632) Wykaz najpierw, ze te tréjkaty sa podobne (cecha kkk), a nastepnie ustal skale

podobienstwa.

(633) Oznacz K - punkt przeciecia AB i PC' oraz skorzystaj z podobienstwa tréjkatow
APK i BKC a nastepnie KBP i KAC. Z odpowiednich proporcji otrzymamy
teze. Mozna tez od poczatku skorzysta¢ tw. kosinuséw.

(634) Trojkaty réwnoramienne maja pare katéw takich samych plus zastosuj twierdze-
nie o kacie wpisanym i dopisanym (lub dorysuj promien OC').

(635) wskazowka - udowodnij, ze kosinusy tych katéw sa takie same.

(636) wskazowka - najszybciej z podobienistwa trojkatow ABE do DEG oraz ADFE do
BFE ale mozna takze np. ADG do FCG.

(637) sinus wynosi 1%. Najszybciej z pola trojkata lub ze wzoru na sinus podwojonego
kata.

(638) Wskazdéwka - podwéjne tw. kosinusdw.

(639) Wskazéwka - np. z twierdzenia sinuséw mamy 2R = 4 gdzie h jest wysokosScia

ol

trapezu. Nastepnie trzeba wykorzystaé réwnosci a+b = 2c oraz ¢? = (“T_b)Q +h2.

(640) wskazdéwka - poprowadz odcinek z wierzchotka kata prostego do érodka wiekszego
okregu i zauwaz, ze jest to przekatna kwadratu.

(641) dowdd - jesli |AB| = a. |CD| =bi|AD| = |CB| = ¢, to z warunku wpisywalnosci
okregu mamy 2c = a+b oraz z tw. Pitagorasa mamy 4r* = (2r)? = ¢2—(a—b)* =
(a+b)® _ (a=b)* _ b

4 4

(642) Skoro o+ 2+ 4o = 180°, to 4o = 102%0, wiec ten trojkat jest rozwartokatny. Z
twierdzenia o kacie srodkowym i wpisanym kat BSC' ma miare 2«a, a kat ASC
ma miare 4a. Wigce ciag 6, 4a, 2ar jest arytmetyczny o réznicy —2a.

(643) wskazowka - oznacz katy przy wierzchotkach A, B, C, D jako 2a, 23, 27, 20 i sko-
rzystaj z faktu, ze suma miar katéw w czworokacie jest réwna 360°.

(644) wskazowka - podobiefistwo tréjkatow DAB, DNM i SEN gdzie E jest punk-
tem styczno$ci okregu z odcinkiem DN. Duzo rozwigzan jest na stronie CKE,
najszybsze jest pierwsze, ale moim zdaniem najtatwiej wpas¢ na trzecie.

(645) wskazdéwka - skorzystaj ze wzoru na pole tréjkata z sinusem w tréjkatach ABC, ABE
i BCFE.

(646) wskazowka - oznacz katy dzielone przez dwusieczne literami greckimi i nastepnie
pokaz, ze suma katéw LKN i LM N jest réwna 180°.

(647) wskazowka - podobienistwo tréjkatéw / twierdzenie Talesa

(648) wskazowki - zauwaz, ze |KM| = |KP|, trojkaty KCP i ACD sa podobne, a
takze mozna skorzysta¢ z réwnosci |M D| = |PD).
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(649) wskazéwka - albo dorysuj odcinek AP i zauwaz ze tréjkaty APD i BPD maja
wspolng wysokosé wiec tatwo okresli¢ stosunek ich pél. Tak samo trojkaty APE
i CPE. Mozna tez skorzysta¢ z podobienstwa np. tréjkatéw ABE i PDB.

(650) wskazowka - skorzystaj z podobienstwa trojkatéow BKC i BDE oraz tréjkatow
ACL i AGF.

(651) wskazéwka - oblicz miary katéw DFE, DFG a nastepnie EFG.

(652) wskazowka - punkt S jest punktem przeciecia sie dwusiecznych katéw CAB i
CBA.

(653) wskazéwka - sposéb 1 - poprowadz dwusieczna kata BAC' i znajdz tréjkaty
podobne. Sposéb 2 - skorzystaj z twierdzenia sinuséw oraz twierdzenia kosinuséw
dla kata ABC.

(654) wskazowka - oznacz przez S Srodek okregu, oblicz miary katéow PSPy, oraz
Py, S Pig i skorzystaj z faktu, ze miara kata wpisanego jest dwa razy mniejsza od
miary kata $rodkowego opartego na tym samym huku.

(655) wskazowka - zastosuj twierdzenie sinuséw z promieniem okregu, wstaw do nie-
rownosci z zatozenia, a nastepnie twierdzenie kosinuséw dla kata ~. Inny sposéb
(czysto trygonometryczny) polega na zamianie kata -y na 180° — (a + f3).

(656) wskazowka - wybierz jeden dowolny bok i uzaleznij za pomoca funkeji trygono-
metrycznych pozostate boki od niego.

(657) wskazéwka - oznacz krétszy bok jakas litera, uzaleznij pozostate boki od niej i
skorzystaj ze wzoru np. na sinus sumy.

(658) wskazowka - oblicz dlugo$é odcinka G D i zauwaz, ze trojkaty AGH i HDE sa

podobne.
17.13. Geometria analityczna.

(659) y =2z —8
(660) y = —3x+38
(661) y = g2 — 12
(662) y =3z +1
(663) A(—2,11)
(664) m € (16, +00)
(665) |AB| =13
(666) =4 lub z = £
(667) B(—1,1) oraz C(1,5)
(668) S(—2,9)
(669) y = sz —2
(670) A'(-3,5)
(671) B(2,3)
(672) C(3,8)
(673) d =28
(674) P =20
(675) r =+/5, B(6,3)
(676) k:y = —bx+ 13
(677) (x —3)*+ (y+2)* =25
(678) (z —1)*+(y—1)2=11ub (z —5)*+ (y—5)> =25
(679) y=—3z—2iy=32r—-1
(680) b e (—17,17)
(681) m=—-22lubm =3
(682) y = —2z+10 oraz y = —g + 3
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(683) C(3,3;4,7)

(684) B(—1,2), C(6,6) lub C(—2, —6)

(685) B(0,0),C(—4,6), D(2,10)

(686) C(~1,5),D(3,5),P =

(687) Jesli P € y = l 241, to P(:I: L2 4 1), wiec |AP)| \/:1:2—1— (f —1) =
1?4+ 1=d(P, OY)

(688) A(3,9), B(3 —/3,6),C(3+/3,6)

(689) C(6,6), D(2,6) lub C(1 +v/13,3v/13 — 3), D(7 — /13,313 — 3)

(690) B(7,3) oraz C'(4,9).

(691) A(9,-3), B(9,9), P =48

(692) m =7

(693) B(?,—?),C(-Q,-@,D(-?,‘g)

(694) 100

(695) y =2 — 3, a =22

(696) B(—8 +2v/3,5 +4/3),C(—8 — 2¢/3,5 — 41/3)

(697) m =0, A(0,—3), B(6,—5),C(4,1), D(—2,3), P = 32,cos a = —32, réwnanie okre-

gu: (z -2+ (y+1)? =7

(698) m = 10

(699) C(3,3) lub C'(4,4)

(700) A(-2,0), B(—1,-3), C(0,—4) oraz D(3,5).

(701) (z + 2) (y —2)* =4 oraz (x + 15)? 4 (y — 15)? = 225

(702) C(0,8). Skoro AB-érednica, to AC' L BC. Wyznaczamy réwnanie prostej BC' i

z ukladu rownan wspoétrzedne C.

(703) Sprawdzamy, czy punkt D spelia réwnanie okregu opisanego na tréjkacie ABC
lub czy symetralne wszystkich bokéw przecinaja si¢ w jednym punkcie. Mozna
tez sprawdzi¢, czy przeciwlegte katy majg takie miary, ze ich suma wynosi 180°
(ich kosinusy sa liczbami przeciwnymi).

(704) Jesli przez d oznaczymy odlegloéé punktu A(x,x?) od prostej y = 2z — 6, to
otrzymamy nieréwnosé d > /5, ktéra tatwo udowodnimy korzystajac z faktu, ze
wyrazenie pod Wartoéci@ bezwzgledng jest statego znaku.

4’16

D>Q

(1,1) ub C(
(—1,-3), B(1,-3),C(3,5), D(3,5), okrag a? + (y —
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(718) P(m) = 3|m* —m — 2|, tréjkat ostrokatny dla m € (12*/ﬁ, —2) U (1, 1+2\/ﬁ>
(719) y = L +2<1+\”)
(720) C(1 — /5,3 ++/5) vV O(1 4+ /5,3 — 1/5)
(721) A(Q,O),B(Qf,f).
(722) r=4
(723) C(6,12)
(724) y = —gx+3luby = —3x +6
(725) A(0,0), B(0,25), C(12, 9)
(726) r = 2v/5
(727) m € (—o00,0) U (152,+oo>
(728) P = 36
(729) C(3,0).
(730) B(24,1),C(4,11), D(—18,7).
(731) AB = [12, 5], |AB| = 13
(732) C(7,-3), A(~1, —5).
(733) uklad réwnan, AB = [2,2],|AB| = 2v/2.
(734) P =63
(735) A(3,0), B(-%,%9).
(736) (—3,5) oraz (1,7)
(737) (—4,2), (=3,11), (—2,—-2) oraz (1,7)
(738) D(12,6)
(739) 2
17.14. Stereometria.
(740) 124+ 12V/3
(741) V = 96
(742) P. = 16v/3 + 242, (H = 2)
(743) V =192
(744) V = 132V/3
(745) V = A
(746) V = 6,
(747) V = 64
(748) V =8
(749) V = 87360
(750) V = 64
(751) a = 2
(752) V =93
(753) V =33
(754) V = v29
(755) V2
(756) 19,2
(757) 20
(758) V = 204/83. Jeéli ABC to podstawa tego czworoscianu, to wystarczy rozwa-

zy¢ tréojkat CDE, gdzie E jest $rodkiem odcinka AB. Mamy |C'D| = 10 oraz
80



|CE| = |DE| = 6v/3. Wysoko$¢ tego tréjkata poprowadzona z wierzchotka D
jest wysokoscig czworo$cianu.

(759) V =40, tga = 22
(760) V = 127
(761) V =2
(762) h = Y22
(763) V = 2001
(764) cosa = 1, P, = “22/5
(765) cosa = —3
(766) V = 204/11.
(767) P = 2012
(768) dowdd
(769) sina = 44—‘/1572.
(770) V = 1760210
o a3d
(771) V' = 4v/3a2—4d?
(772) V = 15360
(773) sina = 20
(774) V =2
(775) V =624
(776) V = 4320
(7T77) cosa = ‘/73_1
(778) V = 2500
(779) &2
(780) cosa = %
(781) V =2 . \/tg?a — 1
(782) V =144
_ V6
(783) P = Pa?.
(784) sina = 2£2
(785) P =20
(786) P =23
(787) P = /3.
17.15. Kombinatoryka i rachunek prawdopodobienstwa.
(788) 50
(789) 5% = 125
(790) 6* = 216
(791) 5-4-3 =160
(792) 6-5-4 =120
(793) 5! =120
(794) 6! = 720
(795) (3) =35
(796) (3) =35
(797) (3) - (5) = 60
(798) 4 - 57 = 312500
(799) 192080
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800
801
802
803
804

4200

6475

120

280

107 — 9% = 46953729

807

o
o
oo

oo

—_

@)
|

oo

—_

—_
-3
V)

oo

—_

N}
oolon
w

l\’)l\')‘

U=
[=2)

(800)
(801)
(802)
(803)
(804)
(805)
(806)
(807)
(808) 515
(809)
(810)
(811)
(812)
(813)
(814)
(815)
(816)
(817)
(818)
(819)
(820)
(821)
(822)
(823)
(824)
(825)
(826)
(827)
(828)
(829)

]
15
32

816 %

817) 2

818) =

819 %

820 12—1

821) 4

822) 8

823) 21 uczniow

824) 21

825) co najmniej 7 kul
2

826 5

827) 11

828 %

829 % Jest 10 liczb czterocyfrowych o sumie cyfr réwnej 3, z czego szesé¢ posiada na
poczatku ,jedynke”.

(830) 0,4

(831) 0,4
47

(832) 35

(833) 3

(834) 22400

(835) 1036000

(836) 37512

(837) 89181

(838) 30951

(839) 89667

(840) 428652

(841) 2722000

(842) 35 (z ésemka 5, z czworka i dwdjka 20, a z trzema dwdjkami - 10)

843) P(A|B) = L Wszystkich liczb o sumie cyfr 3 jest 15, w tym w oémiu (21000,

15

20100, 20010, 20001, 12000, 10200, 10020, 10002) dwéjka wystepuje.
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(844) P(A) = o = (5-2+2-2) - te ostatnie prawdopododobienstwa liczymy klasycznie
albo jak kto woli (nie polecam) - drzewkami z 4 gateziami.

(845) 6375 (0 parzystych - 625 liczb, 1 parzysta - 2375, dwie parzyste - 3375). Mozna

tez od wszystkich odjac te, ktore majg co najmniej 3 cyfry parzyste.

7 kobiet i 14 mezczyzn

kule lub 8 kul

846
847
848

(
(
(
(
(
(
(852
(853
(854) 103
(
(856
(857
(858
(859
(
(
(

860
861

862

80 hczb

920 liczb
5
08

N

‘U‘GﬂH)—‘

11
113

150
Miejsca dla jedynek mozemy wybraé¢ na (130) sposobéw, a na kazdym z pozo-

PN s s D S N N N s N N N N N
—
O
w

stalych 7 miejsc mozemy umiesci¢ dwéjke lub tréjke, co mozna zrobié¢ na 27
sposobow. () - 27 = 15360.

(863) 15

(864) 7

(865) 6666600

(866) 12960 liczb

(867) &

(868) 180 liezh

(569) &

(870) 44361 liczb

(871) 28750 liczb

(872) 18 liezb

(873) Ll

(874) 171700 liczb

(875) 2 1 1
(876) ]13( ) =5 P(B)=3.
(877) 5=

(878) 6 partii

(879) 0,49

(350) 38

(881) 10 rzutow

(882) 1 = 10

17.16. Analiza matematyczna i zadania optymalizacyjne.
(553) 1
(884) -3
(885) 5
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(886) —2

(887) %1

(888) —ao

(889) 3,

(890) -2

(891) —o0

(892) —o0

(893) 9

(894) -2

(895) m =2

(896) f'(x) = 22 — 6

(897) ¢'(z) =273 — %x’%

(898) ' (x) = ba*(32? —x + ) + (2 +1)(6z — 1 — )

(899) p/(x) = 2Dl -3

(900) 0

(901) z € (—1,4+00) \ {0}

(902) y =4z — 6

(903) y = 3z — 25

(904) d = /5, réwnanie stycznej k: y = 2z — 5

(905) y = B — 2B jy= Vg 1 28

(906) maksimum lokalne w r = —4, minimum lokalne w z = —2

(907) maksimum lokalne w x = —1, minima lokalne w x = —2 i x = 3; funkcja rosnaca
w (—2,—1) oraz w (3, +00), funkcja malejaca w (—oo, —2) oraz w (—1, 3)

(908) minimum lokalne w = = 1, funkcja rosnaca w (1,400), funkcja malejaca w

(—00,0) oraz w (0, 1)
(909) Juax = f(%) = 8,95, fMIN = (2)
(912) L

Dwa rézne p1erw1astk1 dla m E ( ) z? xg +z123 - MAX dlam =3
912) Dla m = —/7 wartoé¢ (z,29)% — 8(21 + 72) wynosi 8 — 144/7 i jest mniejsza niz
drugie minimum lokalne w m = 3

(913) Punkt A(2, 1), d(A, (0,0)) -5

(914) C(2,8), D(—2,8), P = 64, Jesli oznaczyliémy = jako pierwsza wspolrzedna C),
to x € (0,6), a jesli D, to z € (—6,0)

(915) A(3—+/3,0), B(34++/3,0),C(3++/3,6), D(3—+/3,6), Pyyax = 12¢/3, Jedli ozna-
czyliSmy x jako pierwsza wspodlrzedna A, to = € (0,3), a jesli B, to x € (3,6)

(916) y = 22+ 8, P =16

(917) B(8,3), |AB| =13

(918) \AB\ =4, P =33

(919)

919) P(x) = W, € (0,10), Pole jest najwicksze dla z = 20 — 10v/2 i wynosi

300 — 200+/2

(920) a =2,h = 2, Virax = 2V/3, dziedzina: a € (0,3) lub h € (0,6)

(921) a = 4,h = 2v/2, Viyax = 8V6, dziedzina: a € (0,2v/6) lub h € (0,21/6)
(922) a = V/V,h =V, Syrn = 129V, dziedzina: a € (0, +00) lub h € (0, +00)
(923) a =1,h =1, Pyyn = 6, dziedzina: a € (0, +00) lub h € (0, +00)

(924) A(6,0), B(0,12)

(925) x =2
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(926) Tréjkat istnieje dla a € (5,12), Pole jest najwieksze dla a = 9, cosaw = —0, 2.
(927) f(q> =a — a3 = (1 - Q)<]‘ - q2)7 qc (_]—7 1)7 f - MAX dla q= _%

(928) —3

(929) a=h =40

(930) v2, %

(931) a =5,/%

(932) y = —2x+6

(933) a € (0,4v/2), Vipax = 2.

(934) V3 \Wskazéwka - zeby otrzymac¢ ,tadng” funkcje - oznacz niewiadoma jako

4

wysokos¢ tego trojkata lub réznice miedzy wysoko$cig a promieniem.
(935) A(4,5)
(936) Niech B(0,y). Z tw. Talesa mamy ¥ = — skad y = %, stad juz |AB| =

x

2
(m 8) + 22. Odcinek ten istnieje dla = € (8, 400), a najkrétszy jest dla x =
10. Wéwcezas |AB| = 5‘ﬁ

(937) a € (6,+00), naJmnlerze mozliwe pole wynosi 64 dla a = 12.
(938) a = 2m,h = 2Lm
(939) faurn = f(4) =2, fuax = f(1+V2) = 3\[ !
(940) y = 4a + &£ orazy—4x—7
941) P(z) =44 2x — 22 — 123, 2 € (0,2), pole jest najwieksze dla C(2,15).
: X 2 309

(942) y = o - .

1 v/3-36
(043) P(3, %5
(944) a € (1,2), tg a =1 dla a = v/2.
(945) b= 2019
(946) Najmniejsze pole wynosi 6/3 dla a = 2, h = 2—‘3{?:
(947) = =100,y = 60, w zalozeniu nalezy pamietaé, ze x + 10 > y + 6.
948) = = 6, h = 4, dziedzina: z € (4,9) lub h € (28 9).

9

(949) —1
(950) P(z) = 42* + 2 dla = € (1,2). Najmniejsze pole powierzchni catkowitej ma

prostopadloécian o wymiarach /3, 2¢/3, §€/§
(951) V(z) = 8(112* — 32%),2 € <0, g),vMAX =V (%) =122

9 243
(952) y = 6z — 8
(953) V(x) = 0,5z(x —30)(80 — z),x € (0,25). V jest najwieksza dla x = 10. V(10) =
18000.
(954) y =4z — 3
(955) a =8, P = 12/3.
(956) Dy = (0,400), f(1) = —2 - najmniejsza wartos¢
(957) 3 zlote
(958) x € (0, 3), dtugosé skoku jest najwigksza dla x = 1 i wynosi 125m.
(959)

959) ¢ =0, d =2,p =1,q = —4, jednoczesdnie rosngca oraz przyjmuje wartosci ujemne
dla z € (1,2).
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NOWE ZADANIA: 89-93, 137, 147, 148, 177-181, 186, 198-203, 233-245, 270-272,
280-282, 304-323, 355-366, 371, 377-379, 395-397, 442-463, 509-542, 544, 601-625,
640-658, 707-739, 767-797, 855-882, 938-959.
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